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Detta Nummer

Detta nummer kommer att vara nagot kortare dn sedvanligt, beroende pa att ingen av mina
otaliga intervjuer har beretts plats denna gang. En del kan dock numret bjudas pa.

Klas Markstrom fran Umed har tilltrdtt som den nye ordféranden fér Samfundet och
inkommer som kutym &r med en kronika. Vaxjo har i sommar varit vird for den sa kallade
ISAAC kongressen. Jag misstianker att de flesta ldsare inte kdnner till vad ISAAC star for
(det gjorde inte jag heller). Om man googlar akronymet (som vi alla uppmanas géra nufor-
tiden) dyker The International Society for Augmentative and Alternative Communication
upp, vilket stoder barn och vuxna med komplexa kommunikationsproblem. Visserligen kan
man hévda att detta nog har sin tillimpning pa matematiker, men trots detta &ar det inte
denna organisation som avses. Joachim Toft ansvarig for kongressen och tillika dess vice-
president, inkommer med en kort notis.

Henrik Eriksson avled i somras. Kanske inte alla kénner till honom i den svenska matem-
atikervéirlden, men pa KTH var han nagot av en institution sedan 60-talet. Han var inte
vad vi kallar en forskningsmatematiker, dértill var hans intressen for vida, (visserligen skrev
han s& smaningom en doktorsavhandling men det var inte hans prioritet i livet), men dnda
lamnade hans garning nog storre avtryck dn den gdngse matematikerns i synnerhet om man
gar utanfor dennes akademiska varld.

Néja, vad annat? Var redaktor Arne Séderqvist har i en serie artiklar belyst missforhal-
landen inom svenska myndigheter som framférallt uppkommer genom ett blint kopierande
av naringslivet. I ndringslivet finns vissa automatiska kontrollmekanismer, misskotta foretag
gar forr eller senare omkull om de Gverlamnas helt at sig sjélva, detta géller inte for myn-
digheter. I detta nummer presentar han nagra avslutande kommentarer. Detta nummers
lingsta artikel stir Leif Onneflod for. Det #r menat som ett debattinligg.

Jag har sedan barndomen varit fascinerad av astronomi, nagot som jag missténker att jag
delar med ménga matematiker. For det barn som &lskar tal erbjuder astronomin pa en uppsjo
pa sadana och dessutom ofta mycket stora, sé kallade astronomiska. Det forbluffande ar att
man kan med mycket enkel matematik beskriva ganska komplicerade astronomiska fenomen.
I detta nummer koncentrerar jag mig pa solférmorkelser, inspirerad av en racka rapporter om
totala solférmorkelser som Christer Kiselman har varit med om under sitt liv och dessutom
skrivit ner. Sjilv har jag aldrig upplevt en total solférmorkelse, den senaste totala i Sverige
intriffade som bekant sommaren 1954 (vi kommer att fa vinta mycket linge pa en repris).
Jag besag den genom av min pappa sotade glas uppe i Nordmalingstrakten, ddr den endast
var partiell. Men trots detta utgdr det ett av mina tidigaste bevarade barndomsminnen. I
ett kommande nummer planerar jag att skriva en artikel tillsammans med astronomen Maria
Sundin vid Chalmers om exoplaneter och hur man pa senare tid har lyckats pavisa deras
existens.



Ett nytt ar borjar
Klas Markstrom, Umea Universitet

Ett nytt akademiskt ar har borjat med dess vanliga blandning av det som & ena sidan ar
helt nytt for vissa, alla vara nya studenter, och det som &ar rutin fér andra, vi som undervisar
och forskar pa de olika ldrosidtena runt om i landet. Den hér blandningen av det som & ena
sidan dr nagot nytt och & andra sidan &r rutin &r nagot som foljer oss i universitetsvérlden
genom disputationer och och andra uppdrag. Annu en sidan dterkommande forindring &r
det nu dags for inom samfundet, som pa udda ar far nya ordférande, och bitvis ny styrelse.
Vid arsmoétet i Umea i juni sa valdes jag sjélv till ordférande och Tomas Persson till var nye
vice ordférande. I styrelsen fortsdtter Olof Svensson som sekreterare, Frank Wikstrom som
skattméstare och Jana Madjarova som femte ledamot.

Jag vill hdr passa pa att tacka var avgangna ordforande Milagros Izquierdo fér hennes
arbetsinsatser under de ar som hon varit med i styrelsen, som bade ledamot och ordférande.
I juni holl samfundet tillsammans med de Spanska och Katalanska matematikersamfunden
en gemensam konferens i Umed och Milagros har till stor del varit den drivande bakom det
hér lyckade arrangemanget. Med tanke pa den spénda politiska situation som idag finns i
Spanien sa kdnns det bra att ha haft en konferens dar vi péd ett konstruktivt sdtt samlades
kring den matematiska forskningen, helt oavsett politiska och nationella bakgrunder.

Ser vi framat sa har samfundet under det kommande &ret i vanlig ordning tva medlemsmo-
ten. De forsta av dessa ar hostmotet den 17e November som halls i Umea i anslutning med
finalen for Skolornas Matematiktévling. I motsats till det gdngna aret sa har samfundet
inga konferenser eller liknande arrangemang inplanerade for det hér aret utan fokus ligger
nu pa vara aterkommande verksamheter och de forslag pa nya aktiviteter som kan komma
frain bade medlemmar och styrelse. Vi ndrmar oss ett valdr och vi kommer sikert att fa
anledning att tillsammans med Nationalkommittén fér matematik géra matematiken synlig
i de forskningspolitiska diskussionerna. Hér anser jag sjalv att popularvetenskapliga insatser
ocksa ar viktiga da vi vill formedla, inte bara matematikens praktiska betydelse, utan &ven
var egen fascination for &mnet till bade beslutsfattare och den breda allménheten.
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Resestipendier

SVeFUM - Stiftelsen for Vetenskaplig Forskning och Utbildning i Matematik - ledigférklarar
hérmed resestipendier for i Sverige bosatta matematiker av alla kategorier, dock lagst pa doktorand-
niva. Stipendier kan sékas for konferenser och andra resor med vetenskapligt syfte, &vensom for ldngre
postdoc-vistelser i utlandet. Utdelade stipendier &r personliga och utbe- talas till stipendiatens pri-
vata konto. Ansokningar, stéllda till SVeFUM, c/o Prof. Kjell-Ove Widman, sinds per e-post till
svefum@widman.ch och bor innehallande en kort redogorelse for &ndamaéalet med resan, budget, CV
i kortform samt svenskt personnummer och kontonummer fér utbetalning. Svenska examens- och
anstéllningstitlar anvéinds i forekommande fall. For doktorander fordras rekommendationsbrev fran
handledare, skickat direkt till SVeFUM, liksom en lista 6ver genomgangna kurser och ev. publika-
tioner eller preprints.

Sista ansOkningsdag &r 2018-02-28. Ev. fragor riktas till svefum@widman.ch



Pedagogen Henrik Eriksson
Ulf Persson

Jag horde talas om honom for férsta gangen 1968 i samband med att min gamle vén Andreas
Wannebo hade bérjat pa Teknis och beskrev honom i glédande ordalag. Han var vad man
skulle kunna kalla den evige assistenten. For femtio ar sedan stod inte professorerna for
den elementéra undervisningen@ utan istéllet stod en stab av amanuenser och assistenter,
unga matematiker som hade visat framfétterna i de inledande studierna eller hade borjat
lissa, for denna nédvandiga aspekt av verksamheten. Speciellt i slutet av 60-talet i och med
studentexplosionen svéllde denna stab i omfang. Jag minns att nér jag borjade pa SU 1969
fanns det sex olika grader, man kunde vara antingen assistent eller amanuens, och i sa fall
forsta, andra eller tredje. Vari skillnaderna egentligen bestod lyckades jag aldrig helt lista
ut, men tredje versionen innebar bara en brakdel av undervisningsplikten jamfért med forste
versionen, men den exakta rangordningen mellan en férste amanuens och en tredje assistent
blev det aldrig aktuellt for mig att erfara. Henrik Eriksson var den lysande assistenten, den
som alla matematikstudenter pA KTH kom i kontakt med. Man skall komma ihig att for
femtio ar sedan intogs bara en handfull studenter pa teknisk fysik inom en teknisk hogskola
av vilka det endast fanns tva, och det var siledes férenat med mycket hog prestige. De
studenter som da samlades hade varit 6verldgset bést i sina klasser i gymnasiet, som i sin tur
var ganska exklusiva pa denna tid, och fick da for forsta gangen tllfdlle att tréffa likasinnade
och pa allvar méta sina krafter med dessa. Det var klart att de da, kanske lite vilsna och smatt
overvaldigade, kidnde ett behov av vad vi nu kallar en mentor, d.v.s. ndgon matematiker som
var lite dldre och erfarnare, men d&nda ung, och med vilken de kunde relatera pa ett helt annat
sitt 4n med &dldre professorer. Eriksson fick rykte om sig att vara en enastdende pedagog.
Den nagra ar yngre Stefan Arnborg minns.

Jag gick bara pa nagra fa av hans évningar eftersom jag dumt nog mest skolkade
- pa den tiden fanns ju bra larobocker. Men mina studiekamrater insisterade pa
att Henriks 6vningar var varda besék. Jag minns hans glada uppsyn och kluriga
kommentarer - han kunde faktiskt komma av sig ocksa, men utan att det blev
pinsamt. Mina studiekamrater var helt 6verens om att han var bésta ldraren
pa F. ... Under trettio ar hade jag mycket med Henrik att géra. Han kunde
diskutera alla forskningsproblem utan att skdmmas for att han inte specialiserat
sig pa djupet. Men han var ocksa benhard i sin 6vertygelse att K'TH éar till for
studenterna och han var alltid beredd att kritisera eller kringga mindre lyckade
innovationer i regleringen av undervisningen. Det ir ett otacksamt arbete, men
det maste géras. Nar jag ansvarade for nagra utbildningsprogram mérkte jag att
det finns manga bra ldrare pa KTH, men Henrik var unik genom att alltid vara pa
topp. ... pa 90-talet var jag djupt oroad av konstiga férdndringar som genomdrevs
pa KTH. Det blev mycket ldttare for mig att hantera det efter att Henrik vertygat
mig om att férandringarna styrdes av oférnuft snarare dn elakhet.

! Jag minns hur férvanad jag blev nér jag kom till Harvard och professorerna var édven involverade i nybor-
jarutbildningen.



Dessa funderingar kan sammanfattas, sa lat mig bara citera fran en nyligen publicerad
DN-runa forfattad av samme Stefan Arnborg samt Johan Karlander d&ven den senare samtida
med honom pa KTH.

Bland studenterna pa KTH har Henrik varit en legendarisk person. Han var for
dem en nadrmast mytisk gestalt som var béttre ldrare an alla andra, som alltid var
dar for kontakt och som alltid upplevdes som deras sanne van. Henrik undervisade
i en sokratisk anda men hans framgang som ldrare verkar inte ha berott sa mycket
pa pedagogiska principer som pa nagot mycket mer grundlidggande. Det var hans
unika personlighet som rymde en speciell blandning av vetande, kreativitet och
esprit. Studenterna édlskade Henriks humor som var rik, fantasifull och som var -
vi maste anvinda ordet med samma sjdlvmedvetna stolthet som studenterna gor
det - passande nordig.

Eriksson var helt enkelt en institution, och som sadan personifierade han den anda som
utmaérker en solid och hélsosam teknisk hogskola. Men vad som &r anmarkingsvart ar att
denna auro forsvann inte nir han sjalv blev en gammal stot och studenterna inte ldngre togs
bara fran gridddan av svenska gymnasister. Vad var hemligheten med denna pedagogiska
framgang? En sak dr sdker det rorde sig inte om nagon formell pedagogisk utbildning,
vad hade han att lira av didaktikerna? Forst och framst, som det kommer att framga av
Gert Almkvists betraktelse, var Eriksson en stjdrnstudent i matematik och hade ddrmed ett
levande intresse for, liksom sitt eget perspektiv pa matematiken, utan denna grund foreligger
inte fenomenet pedagogisk formaga som inte kan existera i ett vakuum (man kan inte ha
den abstrakta formégan att “ldra ut” om man inte har nagot att férmedla, ty detta kommer
forst, pedagogiken kommer senare som ett kommunikationsbehov). Men alla framstaende
matematiker dr inte lysande pedagoger, snarare tvartom, dven om undantagen kanske ar
vanligare bland dessa dn bland de mindre framstaende. En stor del av hemligheten formuleras
av vara forfattare till nekrologen, om &n kanske i lite val forsiktiga ordalag i slutklémmen.

Henrik var granslost generés. Han hade en ovanlig formaga att kunna ge. Han
hjélpte studenter, kollegor och vanner. Henrik atog sig aldrig nagra administra-
tiva uppdrag men han utvecklade undervisningen pa manga satt, inte sallan mot
olika ledningars rad. Han gjorde det inte foér att vara rebellisk utan fér att han
hade en egen vision om hur undervisning borde vara. Henriks pedagogiska idé var
kanske att han tyckte sa mycket om sina studenter att han utav karlek till dem
inte kunde géra annat dn att se till att métet med dem blev si rikt, intressant
och minnesvért som det bara var méjligt.

Det &r det personliga engagemanget som gor det mojligt, och detta kan man inte ldsa sig
till i ndgon bok. Jag har forgives forsokt fa fram konkreta exempel pa hans pedagogiska for-
maga, vissa av mina vanner har faktiskt erként att de anammat manga av hans pedagogiska
tricks i sin egen undervisning, men &r av nagon anledning oférmoégna att formulera dessa.
Kanske lika bra det. Man kan inte ldsa sig till det. Att undervisa &r en konst och inte en



vetenskap trots alla mer eller mindre hedervirda ambitioner att stélla detta pa huvudelﬁ.
Dock kan jag citera nationalekonomen och spelteoretikern Jorgen Weibull som bérjade pa
"Teknis’ 1967.

Ett starkt minne av Henriks pedagogik, som sedan inspirerat mig i min under-
visning, var hans férmaga att dramatisera for att levandegéra definitioner och
logiska kvantifikatorer. Néar han tex definierade en funktions kontinuitet i en
punkt sa tidnkte han sig en "elak" person som valde ett mycket litet epsilon, och
en "god" person som kunde "férsvara" funktionen genom att vélja ett tillrdckligt
litet delta. Det var litet som i en rattegang dar funktionen anklagades for diskon-
tinuitet i punkten. Den som valde epsilon var aklagare och den som svarade med
ett delta férsvarsadvokaten. Nar jag for doktorander i nationalekonomi under-
visar om abstrakta matematiska egenskaper (som tex uppat hemi-kontinuitet hos
korrespondenser) eller satser (tex Kakutanis fixpunktsats) gor jag ofta dramatis-
eringar inspirerade av Henriks fantastiska pedagogik. Och deltagarna verkar ofta
komma ihag dessa dramatiseringar och metaforer, och det tycks hjidlpa dem att
forsta materialet. Det hela blir spdnnande och roligt. I sin undervisning visade
Henrik humor och varme och vi kdnde att han tyckte om oss, brydde sig om oss,
och att han hade roligt med oss. Matematik blev lustfyllt.

Man kanske skall papeka att det uppenbarligen inte ricker med att slaviskt félja hans egna
exempel utan de skall endast tjina som inspirationer till féreldsarens personliga férsék. Den
genuint rolige &r aldrig den som beréttar sa kallade 'roliga’ historier (vad kan inte sillan vara
pinsammare?) utan den som foljer sin ingivelse i en plotsligt uppkommen situation. Men
ingivelser forutsitter en given grund.

I detta sammanhang kan jag kanske inflika en kritisk kommentar. Om nu nagon &r
sa fantastisk vid katedern, (s& dven om ingen fysisk kateder dr narvarande ror det sig om
katederundervisning och den dértill hérande scenkonsten), skulle man inte kunna 6verféra
denna magi till en mycket storre publik helt enkelt genom att (video)filma spektaklen? Detta
gjordes mycket riktigt dock framst inte pdA KTH, &ven om vissa valhénta férsok lir ha gjorts
aven dar, men framfor allt for Linkopings tekniska hogskola, som Almkvist kommer att

?Man kan hinvisa till amerikanen John Dewey (1859-1952), en elev till den legendariske psykologen William
James for 6vrigt, som védjade for att undervisningen inte skulle forbliva en konst utan utvecklas till en
vetenskap sa att utévarnas garningar inte skulle ga i graven med dem.

3Givet en totalt ordnad uppréiknelig méngd, kan den ses som en delméngd av de reella talen med bibehallen
ordningsrelation? R? med lexiografisk ordning visar att upprikneligheten ér visentlig? Men #ven dessa
méngder kan vara ganska komplicerade, tdnk bara pa alla upptéinkliga uppréakneliga ordinaltal

w,w?, w?, W (wtimes)) = Q[], ..., Q™ (Q[1](times)) = Q[2], ...
Qw2222 . . ]])(w(times)) . . !

Beviset for detta dr mer eller mindre trivialt. Betrakta en uppriakning (littare sagt d4n gjort i praktiken)
Zn. Definera sedan for varje i mdngden ¢(z) = Zn:xn <a 27", Situationen uppkommer i nationalekonomin
nar man vill tilldela kommoditeter med givna preferensvillkor numeriska virden. For den géngse studenten i
ekonomi kan detta synas mycket torrt och esoteriskt. Weibull har berdttat att han leder dem pa traven genom
att lata dem forestilla sig en chokladkaka som han delar pa hélften behéller en, och dérefter delar resten i

tva halvor och behéller en och sa vidare.



berédtta ndrmare om, och Eriksson var knappast forvanande engagerad, men av vad jag
forstar fungerar inte detta. Magin 6verlevde inte, det dr en helt annan sak att uppleva nagot
i verkligheten &n att se det pa bild. En njutbar film bygger pa professionalism, d.v.s. regi, det
ar inte bara att sidtta en kamera i ett horn, och tro att allt kommer att fungera. En skickligt
presenterad Henrik Eriksson pa duken eller numera péa skdrmen ar inte Henrik Eriksson, utan
nagon som spelar honom, dven om skadespelaren héndelsevis ar Eriksson sjélv.
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Titelsidans Illustration

Ulf Persson

Vad &r ett universitet? En korvstoppningsfab-

R rik som producerar pa lépande band kuggar
LU N D AG RD i samhaéllslivet? Detta &r vil vad politikerna

~ ‘ ‘ efterstrivar med den heliga tillvixten i blicken?
Fragestdllningen &r gammal och kan givetvis
sparas langt bak i tiden. Jag har dock inte gatt
sa varst langt bak i tiden, utan under min réjn-
ing infor en forestdende flytt dok ett gammalt
nummer av Lundagéard upp, ndmligen nummer
4 fran 1947. For den oinvigde bor kanske pape-
kas att Lundagard &r den klassiska student-
tidningen med néstan sekelgamla anor, ty den
bérjade ges ut 1920 och &r fortfarande ’still go-
ing strong’ men en upplaga pa drygt 40 000 och
ges ut till alla studenter i Lund (captive audi-
ence). Bland forna redaktorer aterfinns namn
som Gunnar Aspelin, Ivar Harrie, Hjalmar
Gullberg, Per Nystrom, Torgny Segerstedt,
Lasse Holmqvist, Hasse Alfredsson, Gunnar
Fredriksson, Bengt Goéransson, Per Gahrton.
Men varfor hittar jag just detta nummer i flytt-
braten? Jag har mig veterligen aldrig varit student i Lund, men diremot min far — Olof
Persson (1921-78) — som i sin ungdom var en ivrig tecknare, och bidrog denna gang med
titelsidans illustration. S& denna gang &r titelsidan en titelsida.

Det_ myckna. talet om
skriickvision hos vir & et
blir biprodukter (statsministrar o. dyt).

Nir 4 1947. 22 Mars




Henrik Eriksson 1942-2017
Gert Almkuvist

Henrik Eriksson har avlidit efter en kort tids
sjukdom. Fran 1959 var han min elev i matem-
atik pa KTH. Han gick pa Teknisk Fysik, dér
endast 30 i hela Sverige togs in arligen. I klassen
fanns en flicka, Gerd Sjostrand, som sedan skulle
bli Henriks fru. Bada hade alla ratt pa tentorna,
men Henrik lyckades fa plats med alla l6sningar
pa ett ark.

Det dréjde inte ldnge forrdn Henrik Gvertog
undervisningen av Teknisk Fysik. Inspirerade av
Jan-Erik Roos i Lund bildade vi med Bo Sten-
strom en grupp som studerade Homologisk Al-
gebra. Var chef Géran Borg kallade oss for den
"topologiska gruppen" (pun not intended?). 1967
blev Henrik licentiat under min handledning. Jag
flyttade till Lund 1967, men vi lovade varandra
att nagon gang i framtiden skriva en bok om
roliga matematiska problem.

Detta blev nu aldrig av, men jag har en stor samling problem, som Henrik har skickat.

Ett problem, som gick i andra riktningen, var den s.k. "Bulgariska patiensen", som kom
fran Ryssland via Bulgarien. Henrik fann en elegant 16sning och hittade pa namnet.

1967 byggdes ocksa Tekniska Hogskolan i Linkoping. For att spara in ldrarna bildades
TRU (Television och Radio i Utbildningen) med chefen Lars Ag. Henrik blev engagerad
och gjorde under tio ar otaliga program. Sedan arbetade han pa QZ (Stockholms Datacen-
tral) i sex ar. 1982 var Henrik tillbaka pd KTH och fran 1984 universitetslektor pA NADA
(Numerisk Analys och Databehandling). Vid 54 ars alder disputerade Henrik (handledare
Anders Bjorner) pa en avhandling om Coxetergrupper.

Henrik skrev ett tjugotal larobocker i matematik och datavetenskap. Han publicerade
vid sen alder lika manga vetenskapliga artiklar, huvudsakligen inom kombinatorik. Flera
arbeten skrevs med sonen Kimmo och Kimmos kusin Jonas Sjostrand. Henrik hade som
vanner flera av véirldens ledande kombinatoriker, som George Andrews, Richard Stanley och
Christian Krattenthaler.

I Lund har vi ett Matematiskt Séllskap (grundat av Tage Erlander), som ger populéra
foreldsningar i matematik. Henrik har varit anlitad ett flertal ganger. Bl. a. berattade han
om sina kontroverser med spelforetaget Alga. I ett av deras spel férekom bevisligen omdojliga
stdllningar. Alga menade att om man bara forsokte tillrickligt 1ldnge, skulle det nog ga. Vid
ett av sina besotk i Lund triaffade Henrik den néstan 90-arige Folke Lannér och diskuterade
genteknik med honom. Henrik hade humor, vilket foljande foredragstitlar avslojar: "Of mice
and men", "Darwin som bridgespelare", "Sannolikt, sannolikt sdger jag eder ...". Till och med
hans tentor inneholl kvickheter. Da de delades ut kunde man hora fniss fran eleverna.




Foljande historia berattade Henrik for nagra ar sedan: Han var medlem i Ingmar Hedenius
Humanetiska Férbund, men hade inte varit aktiv pa lange. Han moétte en vén, som var mer
aktiv. Denne sade att vi har ett moéte om en manad, déar vi skall diskutera realismen, kan du
inte komma?. Henrik lovade att komma. Da Henrik kom blev han nertryckt pa en stol vind
mot auditoriet. Hans van sade; Vi har glidjen att ha Henrik Eriksson har och jag 6verlamnar
ordet till honom. Henrik séger: Vi skall diskutera realismen. Hans vin avbryter honom: Du
har visst inte list tidningen idag. Amnet dr: Gud och den moderna fysiken. Varpa Henrik
haller en timmes féredrag om detta d&mne.

Henrik var en fantastisk larare. Han fick flera ganger priset som béste ldrare pa KTH. Han
fick Angpanneféreningens pris pa 100 000 kronor, inte daligt for en matematiker! Han hand-
ledde hundratals examensarbeten pd NADA. Han lyckades inféra en kurs i Allménbildning,
dér han sjilv undervisade. Da han fyllde 67, férbjod rektorn pd KTH honom att undervisa
vidare. D& demonstrerade 2000 teknologer for att Henrik skulle fa vara kvar.

Hela familjen var mycket aktiva i musiken och Henrik &versatte till och med Gilbert &
Sullivan-operor. Hela svenska folket fick en glimt av detta under Lasse Holmqvists "Har ar
ditt liv"-program om Nancy Eriksson. || Henrik och systern Helen framférde en kuplett pa
ren stockholmska hyllande den skanska modern Nancy.

Henrik laste japanska och rakade av misstag fa tva betyg i stéillet for ett. Han sokte och
fick tjdnsten som teknisk attaché i Tokio, men tilltrdde aldrig Gerd sade stopp.

Jag har en liten bok med konstiga schackproblem, som Henrik har hittat pa. En annan
bok jag fatt ar "Samlade cykeldikter 1993-2003", varur jag avslutar med ett exempel fran
1993.

Bilk6er, bilkder utan dnde,
motorer som kokar, parkeringseldnde.
Inget att reta sig pa, tyckte vi
helt filosofiskt och cykla’ férbi.

CV-Data

f. 19/1 1942 d. 27/7 2017

Examina vid KTH

Civ.Ing. 1963, Tekn.lic. 1967, Ph.D. 1994
Verkade vid KTH 1960-2009

(Vid TRU, UR, QZ 1968-84)
Handledning

Doktorander 2, Masterstudenter 240 [sic]
Pedagogiska Utmérkelser

Otaliga

'Namnet ma inte siga yngre ldsare mycket, men pa sin tid var hon en framstiende socialdemokratisk
riksdagskvinna, och for att vara lite elak bidrog &ven detta till sonens mytiska status. [red.anm.]



Individuell Lonesattning
Arne Soderquist

I de tva senaste numren av Bulletinen har jag kritiserat foreteelser som tjanstetillsét-
tningar utan utlysningsférfarande, individuell léneséittning, systemet med "HAS" och "HAP",
didaktik och NPM. I denna avslutande artikel tar jag upp ytterligare nagra synpunkter.

Det kan tyckas vara fornuftigt att "duktiga larare" ska belénas med ett hogt individuellt
lonepaslag. Om det hade varit enkelt att identifiera "de duktiga", sa vore saken klar. I sjélva
verket brukar det bli fraga om dem som har samma synsétt som cheferna eller som &r deras
personliga vinner. Detta leder till en olycklig likriktning. Alla "original" ska stélla in sig
i ledet. Under min tid vid KTH i Sodertélje och Haninge framholls Henry Fords idé om
utbytbara delar som ett rattesnoére. Studenterna skulle inte mérka om de av misstag rakade
ga till en annan ldrares undervisning. Foreldsningar och seminarier skulle vara identiska
for kolleger med gemensamma kurser. All egen professionalism skulle ldggas &t sidan och
pabjudna direktiv foljas. Henrik Erikssons av teknologerna uppskattade larargdrning skulle
foranlett kallelse till upptuktning. Dértill kan ldggas att mina chefer hade mycket ytliga
dmneskunskaper och darmed skot alla &mnesaspekter at sidan.

Antalet helarsstudenter, "HAS", och antalet helarsprestationer, "HAP", hade betydelse
for hur hogt anslag verksamheten skulle tilldelas av departementet. Sédlunda ordnades varje
augusti en "roadshow" med syftet att locka nya studenter till utbildningarna. Ofta hade
hostterminen redan startat nir man framférde budskapet "An dr det inte for sent att borja pa
KTH". Dessa sent viarvade studenter kan knappast ha haft ett genuint intresse for studierna,
da de ju inte sjdlva kommit pa tanken att ansdka. Dessutom fick de sdmsta mojliga start da
undervisningen redan pagatt nagon vecka néar de borjade studera. Men det géllde alltsa for
lirarna att "producera’ s manga "HAP-ar" som mojligt for att blidka departementet si att
ytterligare medel tilldelades verksamheten. Det kunde ga till pa olika sétt, som att erbjuda
extra individuella tentamensskrivningar.

Lonerna ska férhandlas individuellt. Skulle en sadan férhandling ga till pa ett vettigt séitt,
s& skulle cheferna fa dgna vésentlig tid med att verkligen sétta sig in i hur de underlydande
skott sina tjanster. Sadan tid anser de sig dock inte ha, utan sneglar istéllet pa studen-
ternas kursutvirderingar i samband med lonesamtalen. Kursutvéirderingarna &r emellertid
uteslutande till som underlag for forbattringar av kursinnehallet. Rykten man "hort" spelar
ocksa stor roll. Men egentligen ska savéal chefer som underlydande férbereda sig val infor de
individuella forhandlingarna, om dessa ska vara meningsfulla. Fragan &r om inte tiden i sa
fall kunde anviandas béttre, exempelvis till engagemang for tjansteuppdragen. Men i san-
ningens namn &r loneskillnaderna ldrarkolleger emellan inte sérskilt stora, &tminstone inte
i jamforelse med sektorer utanfér utbildningsviasendet. Men klart ar att dven mycket sma
skillnader de facto innebér en rangordning.

Under min tid vid KTH i Sédertélje kom sjéalvaste davarande rektorn for KTH, Anders
"Flodis" Flodstréom, dit for att personligen dela ut ett pris till "arets baste larare". Det hela
var mycket hogtidligt och dgde rum under pompa och stat. I minglet efterat passade jag
pa att fraga "Flodis" vad den belonade ldraren haft for epokgérande idéer. Han svarade att
han inte visste det. Jag fragade da nagra andra hogt uppsatta personer inom organisationen,



men ingen av dessa visste heller. Man kan da undra pa vilket séitt den hedrade skulle utgora
forebild for oss andra. Jippot férefoll mig ganska meningslost.

NPM, eller "New Public Management", som det tydligen heter pa svenska, har blivit
som en religion inom den offentliga sektorn. Tanken bakom é&r att privat féretagsamhet
anses bedrivas effektivare &n offentlig verksamhet. I den mén man inte privatiserar ska man
istdllet i sd hog utstrackning som mdjligt efterlikna den privata sektorn. Att detta lett till
olika vansinnigheter och om man ens ser dem, sa betraktar man dem mdjligen som smérre
skonhetsflackar eller barnsjukdomar, som kommer att férsvinna med tiden. Jag beskrev i
min forra artikel hur det gatt nir KTH:s vaktmaésteri i Soédertélje privatiserats.

"Valfrihet" har blivit en ledstjarna. Skolelever ska fa vélja skola och inte bli tilldelade
en plats i en skola som kommunala myndigheter bestdmt. Men valfrihet innebér att det ska
finnas olika alternativ att vélja mellan. Detta innebér alltsa en redundans av skolor, salar
och ldrare. Dessutom maste varje skola av sjilvbevarelsedrift marknadsfora sig. Resurser gar
ddrmed at till sadant som egentligen ar helt onddigt istéllet for att komma god undervisning
tillgodo.

SO0 O

Prasten och Klockaren

Gert Almkuvist

Présten sade till klockaren. Idag var det férutom oss tva bara tre personer i
kyrkan. Produkten av deras aldrar var xyz = 2450 och summan din dubbla
alder © + y + z = 2k. Hur gamla var de tre personerna? Klockaren som var vil
bevandrad i aritmetikens fundamentalsats kunde inte I6sa problemet. Préasten:
Om jag séager att jag var éaldst i kyrkan idag, kan du I6sa problemet da? Det
kunde klockaren meddetsamma. Hur gammal var prasten?

Problemet ovan hade bade jag och Henrik mycket roligt med. (Det blev Kaptenen och
Batsmannen i en bulgarisk tidskrift). Problemet hittade min mor i Notknapparen for snart
sjuttio ar sedan. Jag har &ven inkluderat det in min bok “Algebra” och av Hérmander
betecknades det med 4 stjarnor, ty han tyckte att det var enormt svért.
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The Mathematics behind Solar Eclipses

Ulf Persson

Introduction

It is a remarkable fact that the apparent diameters of the Moon and the Sun are approx-
imately the same. The Sun is about a hundred times bigger than the Earth which is in its
turn about four times bigger than the Moon. However, the Sun is about four hundred times
more distant than the Moonll. This is clearly an accident of time and place. The Moon is
in fact slowly receding from the Earth and will in due time become an independent planet.
In the past it was closer and then solar eclipses were not only more common, but the area
of totality covered a larger percentage of the Earth’s surface as well as lasting longer. In the
future, solar eclipses will be of the past.

Internal View

The Moon makes an orbit around the Earth in 27.321661 days or (27 d 7h 43 m 11.5 S)H
this is not the period between say two new moons (called the synodic, while the former is
called the sidereal), because in the interim the position of the Earth has shifted in its orbit.
As both the Moon and the Earth rotate in the same sense. The Moon will have to move
a little bit more, just as the rotational period of the Earth with regards to the stars is 23h
56m, while the period between two noons is 24 h (by definition). In 19 years the Moon has
orbited the Earth very close to 254 timesd but during that period it has only rotated 235
(=254-19) times around the sun. The synodic period is thus % times that of the sidereal,
which comes out to 29.531 days. Now the sky itself rotates from east to west, but if we fix
it, the progress of the Sun and the Moon goes instead from west to east. The Sun makes
the apparent rotation of 360° in 365.2425 dayﬂ, this means roughly 1° per day, or more
exactly 0.986° a day or 0.041”/s. This varies over the year, but we will ignore this. That
speed should be compared with the speed of 15” /s at which the sky rotates. The speed of
the Moon is significantly faster, at a synodic period of 27 odd days we similarly get roughly
13° a day, or 0.549”/s. If we are interested in the movement of the Moon with respect to
the Sun, we should take the difference (as both the Earth and the Moon rotate in the same
sense), this will amount to roughly 12° a day or 0.508” /s, which would be what we would we
have found had we used the sidereal period of 29 odd days instead. However, the speed of the
Moon varies so much that we will decide not to ignore it. The reason is that while the orbit
of the Earth is nearly circular [ while that of the Moon is much more elliptical. In fact the

'The actual value is 400.916 . ..

2This is of course an average, the actual orbital period varies due to the complexity of the three-body
problem.

3in fact 0.003454 days short, which amounts to less than five minutes.

497 leap days in 400 years according to the Gregorian calendar. The astronomers ironically stick to the
Julian

Scannot be distinguished from a circle by eye alone unless prompted by the placement of the Sun in one of
the foci
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the perigee (closest to the Earth) is 362,600 km and its furthest 405,400 km (apogee). The
arithmetical mean (384,100 km) corresponds to the semi-major axis, usually denoted by a.
However the arithmetical mean is not that relevant due to Kepler’s second law, that says that
the radius vector sweeps out equal areas in equal times. Thus the angular speed is inversely
proportional to the square of the length of the radius vector. If b denotes the semi-minor
axis the average r should satisfy %r227r = mab ie. 7 = Vab = a(l — ez)i where e is the
eccentricity. In the case of the Moon it works out as 383,800 km (marginally different). Thus
the angular speeds should be modified by the factors 1/?6%, I/ITG% at perigee and apogee
—e e
respectively, which in the case of the Moon amounts t(g 1.{18 (artd) 0.897 respectively which
means 0.614” /s and 0.493" /s for the synodic speeds. As to the sidereal we should make the
appropriate subtractions and get 0.573” /s and 0.452" /s. 4. But this is not the the whole
story, there is also a modification due to the rotation of the Earth and the ensuing parallax.

This is most marked around the equator and negligible in the Arctic regions.

The angle is that of the apparent diameter of the Earth as seen

> from the center of the Moon, which is about 2° (average 1°54.59’, while
2°1.35" at perigee and 1°48.54" at apogee) which is transversed in 12

hours (or 11 h 58 m to be more exact), thus at the average distance the

average angular speed is %O = 10" an hour or more exactly 0.16” /s in

the retrograde direction. In fact that speed varies and is a maximum

in the middle by a factor of § thus it amounts to rather exactly 0.25" /s

halving the speed of the Moon relative the Sun and hence extending

the totality of the eclipse. Those are significant effects and enabled

the Greeks to determine rather accurately the distance to the Moon

in terms of Earth radii.

The average apparent size of the Moon’s diameter is 0.009 radianslj which translates into
0.51783° (31.07 arc minutes). The average apparent diameter of the Sun is however 32.01
arc minutes, so on the average the Moon does not quite cover the solar disc. However the
distance to the Moon varies markedly, at its closest it is at a distance of this corresponds to
apparent diameters of 32.94" and 29.46" respectively. The variance of the Sun is less marked.
At aphelion of the Earth’s orbit we are talking about 152,100,000 km, while at perihelion
147,095,000 km corresponding to 31.48" and 32.55" respectively. Now those values are from
the center of the Earth and will vary depending on where you are situated. However, in the
case of the Sun the difference is marginal, not quite so in the case of the Moon. When the
Moon is at Zenith we get the largest apparent diameter which is 33.53’. Thus under the most
favorable circumstances at the perigee of the Moon and the aphelion of the Earth there is a
discrepancy of 2.05'(=123")

5This has a consequence that the sidereal periods differ significantly. Thus the period between say two
New moons differ depending on where in the orbit the New Moon happens to find itself. As it takes 2.2 days
to catch up, a ten percentage difference each side make up twenty percent, so the discrepancy can be up to
10 hours!

"The average distance (the semi-major axis) being 384,399 km and the diameter of the Moon 3474.2 km,
we simply divide the second with the first getting a good approximation of the arc length.
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For the convenience of the reader let us summarize the discussion so far in the following

table as well as presenting useful information for future references.

angular sidereal | angular synodic | max parallax | effective | sidereal m/s | synodic m/s
average 0.549 0.508 —0.250 0.258 1022 946
perigee 0.614 0.573 —0.265 0.308 1079 1007
apogee 0.493 0.452 —0.237 0.215 968 888

From this we conclude that during the most favorable circumstances the duration of
totality is 399 seconds or 6 min 39 seconds, For this to happen the centers of the three bodies
should be aligned, you should be situated on the equator, and the eclipse will have to take

place at noon with the Sun and Moon at zenith, i.e. during one of the equinoxes.

External View

Given two spheres one of illumination one serving as an eclipsing object, of diameters D
and d respectively at a distance L from each other, they will define two cones with apses A

and A’ respectively, at distances ¢ and ¢ from the center of the illuminating sphere.

(= (=

If 4 = D/d similar triangles give that ¢ = % If Ag, Aps denote the distances from the
center of the Earth to the Sun and Moon respectively, then clearly L = Ag — Ajs but what
we are really interested in is the distance of the apsis to the center of the Earth. This will

work out as

As — pAum

w—1
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This clearly is zero when the apsis is at the center of the Earth, when it is positive the apsis
will be beyond the Earth and there will be an eclipse, if negative, or rather less than the
negative radius of the Earth there will be none. The maximal value will occur when Ag
is as large as possible, and Aj; as small. This will amount to 16823 km compared to the
(equatorial) diameter of the Earth which is 12,756 km. The angle at the apsis is the same as
the common extension, which is about half a degree. At the most favorable, we are looking
at a cone intersecting at the equator 23,201 km distant, the intersection will have a diameter
of about 202 km. The apsis will move at a speed equal to that of the Moon in its synodic
revolution which is about 1000 m/s, but the Earth will rotate in the same direction and at the
Equator this is about 500 m/s (or 463 m/s). Thus the totality will last up to 400 s, meaning
almost seven minutes, this tallies with what we got before. Of course given the table above
we can make a more accurate computation. Now let us describe a most favorable situation.
This occurs at the equinoxes, and the shadow of totality with a width of about of about 200
km moves at a constant speed of about 1000 m/s (1007) with respect to a diameter. This
is of course the speed of the apsis relative the center of the Earth and in fact the synodic
speed, but with varying speed along its path. Very fast at sunrise and sunset, when also the
shadow is quite elongated, slower at noon.

< < <

Thus the full extent of the eclipse will be about 3 hours 32 minutes and 36 seconds. It
will trace a part of the equator of an extension of 126°51’. Let us describe a possible scenario:

On September 21 3742 the eclipse will start at local time 6 am in the middle of the
Atlantic between South America and Africa at longitude 26°7'3” West and at the equator.
One hour and forty six minutes and 18 seconds later it reaches Mt Kenya at 37°18'27" East,
where the eclipse is of maximal length and occurring at noon local time. It will end just by
sunset south of the coastline of Sumatra at the equator and longitude 100°43'57”

If the three centers are still aligned but it does not occur during an equinox, the shadow
still traces a part of a great circle but maximal totality will be shorter at the most favorable
spot. If the apsis is slightly off-set from the line joining the Sun and the Earth the totality
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will describe a small circle arc and the extent of the eclipse will be more limited both in local
time and overall.

Frequencies

The scenario described above does not occur. If it would occur it would mean that the
orbital plane of the Moons orbit would coincide with that of the equatorial plane. If in
addition the orbital plane of the Earth would be the same, we would have Solar Eclipses
at each New Moon, and thus their occurrences would be eminently predictable, only where
along the equator they would occur would be of some interest. Furthermore there would be
no seasons, days would always be equal in length to nights, and it would be quite hot at the
Equator. Boring? Anyway the upper limit I gave for the length of totality is not sharp. Can
it be sharpened significantly?

The orbital plane of the Moon is somewhat tilted with respect to the Earth. The tilt
amounts to 5.145°(u). The two planes intersect in a line, which will intersect the celestial
vault in two antipodal points, one of which corresponds to where the Moon ascends from
below the Ecliptic to above (with respect to North) and is called the ascending node. In
other words, while the Sun traces out the Ecliptic the Moon will trace out another great
circle, and we are talking about their antipodal intersection points. That line is regressing
one revolution in 18.6 years, which means that we are talking about a precession which is
completed in a relatively short time as opposed to the precession of the Earth axis, when
we are talking about 26,000 years. The plane generated by the moving apsis of the eclipsing
cone (which we may assume is linear) and the Sun will actually be the same as the orbital
plane of the Moon (around the Earth). It will cut out a circle whose center will occur in a
limited region. In fact the angular distance v between the normal of the Equatorial plane
and that of the Moon varies between F + M and F — M where E = 23.5° and M = 5.145°
i.e roughly between 28.6° and 18.3° the extremes being known as lunar standstills. Would
we have v = 0 the rotational direction and that of the direction of the moving shadow would
coincide, and hence the rotation would have maximal effect in trying to catch up. As it is we
have to compute the component of the rotation in the direction of the path of the shadow,
which means scaling with cosv. In the most favorable case we would have a scaling of 0.95
at the point where the path crosses the equator. Our calculations would only be marginally
affectedd. The biggest difference occurs when the plane does not intersect in a great circle
and the smaller the circle and the closer to the poles the shorter the duration locally as well
as globally, and at fewer places will it be visible.

Now in order to have an eclipse the New Moon will have to be close to the node. How
close? If the angular difference is given by # the distance of the Moon from the line joining
the Sun and the Earth will be given by Asin usin # where A is the distance to the Moon.

8In the previous case we considered a movement of 1007 — 463 = 544 m/s across a circle of 200 km, while
in the actual case it will be 1007 — 440 = 567 m/s. This corresponds to 6 m 11 s and 5 m 56 s respectively
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In order for an eclipse to occur this distance cannot
exceed that of the radius of the Earth. Thus at apogee
0 needs to be smaller than at perigee. At average A =
384,000 km, this amounts to 10.7°, while at the perigee
(A = 362,600 km) and apogee (A = 405,400 km) we will
get 11.35° and 10.14° respectively. The average angular
distance between two New Moons will be given by 360° -
19/235 = 29.11° (recall 235 “months” in 19 years) had
this been less than 20° we would have expected two solar
eclipses per year, about six months apart, but never more,
but now there will be years when there will be only one,
when the node falls almost in the middle between two New
Moons (i.e. at Full Moons).

Twelve New Moons make up almost one revolution,
but there is a discrepancy of almost 11°. In the interval
of two successive New Moons there will be a window in
the middle of about 8° after half a year there will be a de-
placement of about 5° which is less, thus there will indeed
be exceptional years where there will be no eclipses at all.
The interested reader can easily compute the frequencies
of the three different types of years.....

Finally one should really take into account the pre-
cession of the nodes. In fact 18.6 years is close enough
to 19 years to have a cycle, discovered empirically a long
time ago and referred to as the Saros cycle. The Greeks
knew enough to have been able to do the calculations I
have sketched, but of course they would not have been
able to pinpoint actual occurrences (time and place) with
such precision, at least not long in advance, but enough so
to startle the general population would an eclipse be soon
coming on location.

As a Post Scriptum we may note that in astronomy everything is in a flux. The eccentricity
of the orbit of the Moon is not constant but varies between 0.077 and 0.026 which means
that at the extreme value there is a rather marked difference between perigee and apogee.
Furthermore the inclination of the orbit with regard to the Ecliptic likewise varies between
4.99° and 5.30°. Those variations tend to be cyclical due to the cyclical nature of pertur-
bations. Of course in a very long run those limits will be irrelevant as the Moon is slowly
drifting away from the Earth, and will, as was already noted initially, escape altogether.
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Watching solar eclipses 1945-2017

Christer O. Kiselman

On 2017 August 21, I saw a total solar eclipse in Glendo State Park, Wyoming. The sky was
clear, the corona magnificent.

I could have stopped here. You can stop reading here, the main message being already
delivered.

However, I will write a little more.

Eclipse of 2017 August 21

In the morning of August 17, at 05:07 local time (03:07 UT), while still in my home in
Uppsala, I started the excursion by taking some photos of the moon, which was ostensively
and accurately aiming for the sun. I then travelled to Denver, CO. The plane landed at 15:38
local time (21:38 UT), only 3 minutes after schedule. I came out from the airport at 17:25,
1 hour and 47 minutes later[] T had rented a car: I chose a Chevrolet compact car, much
resembling the Citroén C4 I drive in Europe, and equally comfortable and easy to driveE
I drove in the evening to Douglas, WY, (elevation 4,836 ft, 1,474 m), arriving around 23:00
(August 18, 05:00 UT). The distance from Denver to Douglas is about 217 mi

The next day I travelled to Casper, WY, (elevation 5,150 ft, 1,560 m), which was actually
the first place I had planned to be at. (Also Madras, OR, was a location I thought of early.)
On my way to Casper I stopped to see Ayres Natural Bridge south of Interstate Route 25.

Later the same day I drove to Orin (a place with a rest area; elevation 4,705 ft, 1,434 m),
and Glendo (elevation 4,724 ft, 1,440 m). I looked for suitable parking spaces and rest areas
along Interstate 25.

It seemed to me that Glendo State Park would be the best location of the places I had
visited.

On August 19 I drove to Laramie, WY, now entering Glendo State Park on the way.
Bennett Hill was a place recommended by two very helpful guides in the park. (Distance
Douglas — Laramie 146 mi; time 2 hours and 13 minutes.)

I stayed three nights, August 19-22, in Laramie (elevation 7,165 ft, 2,184 m).

On the day of the eclipse I started at 02:04 local time (08:04 UT) from Laramie, driving
along US Route 30 = US Route 287 and then along Wyoming State Route 34 and Interstate
25 without any problem. (On Wyoming 34 I saw two cars going in my direction and none in
the opposite direction.) I stopped for a minute on Wyoming 34 and could see the Milky Way
for the first time in several years. I arrived to the park at 04:31. Michael H. F. Wilkinson

!This is an all-time record, surpassing the time spent in all other countries I have entered, including several
sub-Saharan countries in Africa.

2T drove a lot during my first visit to the US, from July 1965 through July 1966, in particular across the
continent from Princeton, NJ, to La Jolla, CA, in June—July 1966, and the habit had not vanished.

31mi = 1 mile = 5,280 ft = 63,360 in = 1.609344 km = 1,609,344 mm exactly.
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was also there, with two telescopes, and I stayed close to him. He took a tremendous amount
of photos and could capture the Diamond Ring effect, also known as Baily’s beads effect

From Xavier M. Jubier’s interactive map I take the following data as input, trying to use
the spot where we were, a few hundred meters to the southwest from Bennett Hill and about
2mi (a little more than 3km) from the central line: At latitude 42°30'39.90”, longitude
105° 00" 00.41”, the eclipse started at 10:24:03.2 local time (16:24:03.2 UT), the total phase
at 11:45:07.2; the maximum was reached at 11:46:21.2, the end of the total phase occurred at
11:47:34.9, and the end of the partial phase at 12:12:14.8 The duration of the total phase
was 2:27.7.

The corona was magnificent, and much larger than during the eclipse of 1999. Indeed
a wonderful experience! I could see no prominences. Michael, however, could take a photo
showing a few small prominences.

As I remember, it was considerably darker during totality in 1999 than in 2017. (However,
what is a memory worth after 18 years?) Maybe this was due to slightly more haze in 2017.
A smaller shadow could not be the explanation, since the maximal path width near Albena
in 1999 was 113km and Albena was a bit away from the central line (indicated by the fact
that duration was 1:49 as opposed to the maximum of 2:23), while the path width at Glendo
was 109 km with a duration of 2:27. The sun’s altitude at the two locations was 59° in 1999
and 55° in 2017, thus not very different. We may conclude that the maximal distance in 2017
from the point of observation to the penumbra was quite similar to that in 1999.

There were four planets that could theoretically be seen. Listed from the left they were:
Jupiter (about 47° to the east of the sun), Mercury (about 8° to the east of the sun), Mars
(about 8° to the west of the sun), and Venus (about 34° to the west of the sun). Of these I
saw only Venus, the most brilliant. Maybe I did not look carefully enough; maybe the slight
haze made the other three more difficult to see. Michael has a photo showing Mercury.

I did not see any shadow bandsﬁ the ground consisted of sand and grass, and so was too
irregular to allow for this kind of observation.

Not only the moon was between us and the sun: all of a sudden, seven pelicans flew in
front of the sun. I saw them on Michael’s computer screen, he filmed them and put the result
on Youtubeﬁ

https://wuw.youtube.com/watch?v=2E_6_E-8fEQ

Due to all the cars, I could not leave the park any time soon after the eclipse had ended; only
at 18:05, almost four hours after the end, did I leave the park. By then there were no longer
cars queueing in the park—but outside. In order to avoid Interstate 25, I first planned to
drive along smaller roads to the east of that highway, but somebody told me that traffic there

“Named for Francis Baily (1774-1844). The phenomenon is caused by rays passing through valleys in the
moon’s mountains.

®The precision is exaggerated. One hundreth of an arc second in latitude is about 1 ft or 30 cm. Of course
I cannot indicate our location so exactly. One hundred meters east or west would give a difference in time of
about 0.13 seconds, since the speed was 751 m/s.

6Shadow bands are thin wavy lines of alternating light and dark that can be seen moving and undulating
in parallel on plain-coloured surfaces immediately before and after a total solar eclipse.

"If you look at the pdf file, it is probably safer to write the address by hand rather than clicking on the
address.
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was proceeding at 20 miles per hour, which seemed good enough, so I entered it. However,
traffic was extremely slow, not anywhere near 20 mph, so I left Interstate 25 at Exit 100 and
drove Wyoming 117 and Wyoming 320 to Wheatland, and from there Wyoming 34 and US
Route 30 = US Route 287 again. I arrived at my apartment in Laramie at 22:01, after a
drive of 112 miles. At 02:36, August 22, Michael sent me a message that he had arrived at
Estes Park, CO.

I wrote several sms to Sweden; the first one at 08:12. Some of them just failed; the others
were put on hold and sent away at 16:04, i.e., after a delay of almost 8 hours for the first one.
(It seems the system was overloaded because of all the people using telephones in the park.)

On August 22 I visited the Art Museum of the University of Wyoming in Laramie before
going south to Thornton, CO, close to Denver, where I stayed in a motel during the last
night, 22-23. On August 23, I visited Denver Art Museum, returned the car some miles from
the airportE and flew from Denver to Frankfurt; the following day to Arlanda.

I arrived safely to my home in Uppsala on August 24, at 16:01 local time (14:01 UT),
after almost 23 hours of travel from the motel in Thornton.

Both before and after the eclipse I corresponded with two friends in addition to Michael:
one of them saw the eclipse successfully in Tetonia, ID, (elevation 6,047 ft, 1,843 m), close
to Grand Teton National Park in Wyoming; the other, equally successfully, in Mitchell, OR,
(elevation 2,777 ft, 846 m).

Eclipse of 1945 July 09

This eclipse, the first I had seen, was total in the north of Sweden, e.g., in Bjuréklubb, but
I saw it as partial at Boardinghouse Kairo in Upplands Visby, a little north of Stockholm.
My father had rented a cabin there for the whole summer vacation—for 250 SEK. He provided
us children with pieces of window glass, one side of which he had (carefully) covered with
soot from a candle. He advised us to hold the glass so that the side with the soot faced the
sun, not so that it touched our noses.

Lyell McConnell saw this eclipse in Wyoming, also there as a partial eclipse, two hours
before me. This I was to learn 72 years later when I happened to meet her in Laramie in
August 2017. She is Michael Ward’s aunt—Michael was my host in Laramie.

Eclipse of 1954 June 30

I travelled to Persniis in the island of Oland, on the central line, with my Newtonian
reflector, the 6” mirror of which I had made myself, while my father had made almost all
the rest—a heavy load on the train, on the ferry boatﬁ to the island, and on the railbus@
towards the northern part of the island.

The day of June 30 was cloudy, but at one moment the clouds were somewhat thinner,
so I could see the brightest (innermost) part of the corona and a small prominence, and took
a picture of them.

81 drove more than one thousand miles during the week.
A bridge from mainland Sweden to Oland was opened in 1972.
10Rail traffic on the island ceased in 1965.
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Many astronomers from Stockholm Observatory were there, including Bertil Lindblad
(1895-1965) and Yngve Ohman (1903-1988), as were astronomers from many other countries.
The concrete foundations used for the instruments remained in the field of the observations
even after several decades.

Ake Wallenquist (1904-1994), from Uppsala University and Kvistaberg Observatory,
chose Gotland instead, where totality was somewhat shorter—but saw the eclipse without
clouds.

Eclipse of 1990 July 22

I travelled by car with Marianne Stahlberg to a place close to Joensuu on July 21. We
spent part of the night in a tent. The sky was covered by heavy clouds, and we could
experience nothing but darkness.

Eclipse of 1999 August 11

Marianne and I travelled to Varna; we stayed in a hotel in Cs. Koncrantun, Albena,
just north of Varna. My oldest son Dan Kiselman, his wife Ingela Kiselman and their
daughter Klara (two and a half), and Ingela’s parents Gunnel Ericsson and Sven Georg
Ericsson were there too, as was Sabira Stahlberg, Marianne’s daughter, and Sabira’s friend
Sado (Amexcanmnp Ilusapos, Aleksandar Sivarov). We were standing on the roof of Hotel
Tervel, 60 meters from the Black Sea. The totality lasted 1 minute and 49 seconds there,
as opposed to the maximal duration of 2 minutes and 23 seconds. The sky was perfectly
clear but perhaps there was a very slight haze. An absolutely marvelous experience, really
unforgettable, especially in view of the less successful excursions in 1954 and 1990. I got an
impression of the planetary system as a three-dimensional structure. That the sun dominates
this system was evident: I saw Venus and Mercury and other planets in obedience. See my
two publications (1999a; 1999b), which are available at my web site.

I could also see shadow bands during a few seconds just at the end of totality. They
vibrated on the bright floor and on the walls of the terrace. The wavelength was about
15cm, 6in. The contrast between the dark and bright parts was very weak.

A three-generation project

My father Sam Svensson (1896-1966) was very knowledgeable in astronomy. He started
his professional life as a sailor already as a young boy, then educated himself to become a First
Mate, Master Mariner, and Navigation Teacher (diplomas obtain in 1922, 1923, and 1924,
respectively). He studied astronomy at Stockholm University College. On 1930 December
02 he was examined by Bertil Lindblad and obtained what corresponds to today’s 30 ECTS
Credits. He taught me a lot, to the effect that I can say that I learnt spherical trigonometry
(the geometry of rays) before I learnt plane trigonometry.

Already as a child, I knew that there would be transits of Venus in 2004 and 2012. 1
thought of this as something in a very distant future. Now both years are behind us—and I
have seen two transits of Venus.

On 1958 June 23 I was examined by the very same Bertil Lindblad, whom I had known
since 1954, and obtained what corresponds to 60 ECTS Credits.
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Then, on 1993 June 01, my oldest son Dan Kiselman got a PhD with Bengt Gustafsson
as advisor, and is now a docent and lecturer at Stockholm University. He is a member of the
Swedish National Committee for Astronomy (former President) and Secretary of the Swedish
Astronomical Society. There is a planet Kiselman, number 12673, discovered by Clas-Ingvar
Lagerkvist on 1980 Mars 16 at La Silla and named for Dan ... well, actually it is an asteroid,
only 7.837 kilometers in diameter ...

It took three generations to reach this far.

References

Kiselman, Christer. 1999a. Eklipso de la suno. Kontakto, No. 172 (1999:4), p.9. (Item 99-i in my web site).

Kiselman, Christer. 1999b. Suna eklipso 1999 08 11. Fonto 19, No. 227, November 1999, pp.30-31. (Item
99-iv in my web site).

Appendix: Some solar eclipses 1945-2024

Date Mazximal Where
length of
totality
1945-07-09 1:15 Total in the north of Sweden. I saw it as partial in
Upplands Vasby.
1954-06-30 2:35 Persnis, Oland. Cloudy; however, I could take
a photo of the corona and a small prominence.
1990-07-22  2:33 Near Joensuu. Completely cloudy.
1999-08-11  2:23 Cs. Koucrantun, Albena, just north of Varna.
Clear sky, maybe a very weak haze.
2008-08-01 Total in Russia and China. Saw it as partial in Uppsala.
2015-03-20 Total at Térshavn. Saw it as partial in Uppsala.
2017-08-21  2:40 Glendo State Park, Wyoming. Clear sky, but a slight haze.
2019-07-02  4:33 Chile and Argentina (near Buenos Aires).
2020-12-14  2:10 Chile and southern Argentina.
2024-04-08 4:28 Mexico and USA.
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11:e ISAAC-kongressen vid Linnéuniversitet, Vaxjo, 14-18
augusti 2017

Joachim Toft

Enligt oss arrangorer forlopte kongressen vél och i huvudsak enligt planerna. Totalt sam-
lades néstan 300 deltagare fran Jordens alla hérn. Féredragen och speciellt huvudféredragen
(plenary talks) holls pa en hog vetenskaplig niva inom olika intresseomraden inom ISAAC.
Som lokala organisatorer var vi néjda med att kunna erbjuda huvudféredrag pa sidana hoga
nivaer. Méanga av huvudféredragshéllarna kom dessutom frén de nordiska ldnderna. Samar-
betet med stodjande organisationer, daribland Svenska Matematikersamfundet, har fungerat
val.

Den ursprungliga schemaldggningen stdmde vdl 6verens med den faktiska och vid tva
tillfallen per dag kunde deltagarna forfriska sig med varma drycker och tilltugg.

Konferensutflykten med tillhérande kvallsvard gick till Kosta glasbruk och dess hyttsill,
dér det blev ganska mycket svensk husmansstuk kring maten. Har kunde de som sa 6nskade
prova pa lite glasblasning.

Vid sidan om sjélva kongressaktiviterna kunde deltagarna éven:

o Mota svensk matematikhistoria genom ett foredrag av Anders Tengstrand;
« Aka med angaren Thor pa Helgasjon (storsta sjon kring Vixjo);
e Delta i 'Mattefredags’ tévling, genom Maria Ulam och Miguel Perez.

For ytterligare information, se kongresshemsidan:
https://1lnu.se/en/research/conferences/previous-conferences/isaac-2017/
dér det dven star lite om den mediala rapporteringen av kongressen. Kongressbilder m.m.
kan erhallas genom lénken:
https://1lnu.box.com/s/dr3ib7j2766x0qj54mp44dxcg07nbyhi

Lite om ISAAC:

ISAAC star for The International Society for Analysis, its Applications and
Computations.

ISAAC bildades 1994 i Delaware, USA, for att uppmuntra och frimja matematisk analys,
dess tillimpningar och dess vixelverkan med berédkningar och tillimpningar. Organisationen
ar en internationell ideell forening, d v s ej vinstdrivande. Dess forsta president var Robert
P. Gilbert fran Delawares universitet i USA. Presidenterna sitter tva ar i taget och maximalt
4 ar. I samband med ISAAC-kongressen vid Linnéuniversitetet (i Véxjo) lamnade Luigi
Rodino fran Turins universitet i [talien 6ver presidentstaven till Michael Reissig fran Tekniska
universitetet, Bergakademi, i Freiberg, Tyskland.

Insom ISAAC finns speciella intressegrupper som organiserar mindre konferenser saval vid
sidan av som del av ISAACS allménna kongresser. ISAAC stédjer &ven andra konferenser,
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samt sommarskolor och forskningsutbyten av allehanda slag. ISAAC har idag drygt 300
livstidsmedlemmar vérlden Gver.
Just nu férsoker vi genomdriva en del férdndringar kring ISAAC.

e Den gamla webbsidan
http://www.mathisaac.org
skall vi forsoka ersétta helt och hallet med en under upparbetning:
http://www.isaacmath.org/home/
(Hér finns ytterligare information om ISAAC.)

e Den gamla registreringen i USA av organisationen forfoll p g a hoga avgifter. Vid
styrelsemo6tet som holls 1 Vaxjo i samband med den senaste kongressen bestdmdes att
fornya registreringen av ISAAC i Sverige. (Detta bl a for att det visade sig vara allra
enklast att registrera den i Sverige jamfoért med de andra l&inderna som vi kollade upp.
Dessutom &r registreringen helt gratis). Detta har nu gjorts och ISAAC har darfor
sedan en méanad tillbaka adressen Linnéuniversitetet, Sverige.

e Nir efterverkningarna av registreringsprocessen lagt sig och upparbetningen av webben
kommit lite langre ar det tankt att ISAAC skall underséka och se om intresse finns bland
andra matematikorganisationer (déaribland SMS) angdende utdkat samarbete.

SO0 O

Om SMS Arsmoéten

Arne Séderquist

Nedanstaende synpunkter formulerade jag &ven som en motion till &rsmétet 2017.

SMS arsmoéten brukar hallas i borjan av juni, pd olika platser i Sverige. Endast ett fatal av
medlemmarna har méjlighet att delta i &rsmotena. For ménga innebér ett deltagande en lang resa
och dessutom ar arbetsbordan intensiv, med tentamensrattning och resultatrapportering i bérjan av
juni manad. Beslut genom medlemsomrostning pa arsmotena blir ddrmed problematiskt, eftersom
det lilla antalet ndrvarande medlemmar knappast kan anses utgéra en beslutsméssig skara.

Jag foreslar harmed att motioner som ska behandlas pa arsmoétena i god tid ska publiceras pa
SMS hemsida. Jag foreslar ocksa nagon form av elektronisk omrostning, i likhet med vad vi en gang
hade betraffande Samfundets logotyp. Hur problemet med en medlem — en rést och hur résterna ska
ga att knyta till rdtt medlem, kan 16sas genom att de réstandes namn publiceras pa hemsidan. Da
kan varje medlem reagera om nagon annan skulle rosta i hens namn. Det skulle ocksa vara méjligt att
dndra sitt val, om sa sker innan réstningsperioden ska anses vara 6ver. Nagon valhemlighet att virna
om kan det knappast bli friga om i detta fall. Enligt den nuvarande ordningen sker ju omrdstningen
med handupprickning pa arsmétena.

Jag tror att mitt forslag, om det genomfors, kan fa fler medlemmar att kdnna sig delaktiga i
Samfundets verksamhet.
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iy,
Category Theory — losningen for grundskolans matematik?
Leif Onneflod

Den hdr artikeln vander sig till dig, som kdnner att nagot slag av paradigmskifte dr nodvandigt
for att géra matematiken ldttare att férstd i undervisningen.

“No convention is sacrosanct. Every convention is artificial, and as such, should be kept
only if it continues to serve a purpose.” (H. Wu, Berkeley)

Inledning

Det har gatt mer &n hundra ar sedan vi fick en abstrakt teoretisk grund for aritmetiken.
Under mer d&n hundra ar har den misslyckats att géra matematiken begriplig for flertalet
elever. I mer &n hundra ar har man férsokt 16sa problemet med hjalp av béttre didaktik/[]

Att forsta matematiken handlar om att uppfatta strukturer — inte bara att “kénna igen”
méngder av problemsituationer och lara sig hur man loser dem. Tyvarr hade man i slutet
av 1800-talet agendan att skapa en maximalt “abstrakt” teoretisk grund. Den kom déarfor i
mycket att handla om strukturer hos symboluttryck. Sadana kénnetecknas av en langt driven
forenkling (vilket gor dem vilgorande ldttlasta), men dér fattas nagot: De speglar inte fullt
ut allt det, som behdver uppfattas for att kunna “géra matematik” av problemsituationer
i verkligheten. Albert Einstein véckte tanken: “Everything should be made as simple as
possible, but not simpler.”; vilket man i vissa delar har gjort har. Han papekade ockséa: “It
is the theory that decides what can be observed”. — Langt driven abstraktion blir till sist
kontraproduktiv.

Dér finns horder av insiktsfulla didaktiker, som har férsokt kompensera teorins tillkor-
takommanden med hjilp av egna “modeller” for hur olika sammanhang ska forstas. Att (pa
ett stringent sitt) anpassa modellerna till radande teoribildning &r mer eller mindre “knoligt”.
Modeller blir onédigt langstkta. Tankegangar i strid med teorin praktiseras, sasom att det
skulle finnas tva sorters divisioner: Innehélls- och delningsdivision. (Ett par illa valda termer
i svenskan.) Teorin har statt i vigen ...

Losningen hittar man i idéer fran en av de mer abstrakta och avancerade teorierna:
Category Theory. Det ar en teori for att analysera “det mesta”. Den kan anvindas for att
analysera strukturer hos begrepp, teorier och system (biologiska, dator-). Det borde inte
Overraska, att den hér teorin dr nagot att halla i handen, nér vi vill skdrskada aritmetikens
grunder.

Den hir essén ger nagot litet av grunderna fér hur Category Theory (CT i den fortsatta
texten) kan appliceras pa sjilva aritmetiken. Att det jag tar upp skulle hjilpa eleverna é&r
inte bara en asikt jag har — det dr nagot jag praktiserat i olika former och funnit fungera

1 L3t mig papeka, att jag inte pd nagot sitt desavouerar didaktikens roll. Det finns ingen idé, som inte
kan forstoras med lite “hjalp” av en vardelos didaktik, medan en god didaktik kan “lyfta” dven daliga idéer.
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overraskande val. Sérskilt pafallande &r hur snabbt eleverna uppnar férstéelse Tidsvinsten
uppnas till storre delen av att eleverna inte behover dva sérskilt mycket. Eftersom de forstar
kommer de dessutom ihag béattre, och &ven repetitioner kan minskas vésentligt.

For lisarens bekvamlighet:

CT bygger pa begreppet kategori. En kategori bestar av objekt (enligt ndgon definition)
samt relationer mellan dessa, sk. morfismer. (Greek: popgn = form och touas en
dndelse som substantiverar en handling. Det kan nidrmast dversittas med “[om|formare”.)

Ronald Brown (prof. em., UK) anseif] att morfismerna hellre bor benéimnas pilar
(arrows), eftersom de har en riktning, som kan sakna omvéndning (“not bidirectional”).
Det hela kan paminna om avbildningskonceptet, men har en generellare framstéllning.

Nar det géller de generella fordelarna med CT framhaller Brown:
(mina kursiveringar) “This ... suggests that comparison, in many different guises, is essential
for determining the basic classifications of objects, whilst analoggE allows the exploitation of

. matching of patterns, obtained by comparisons, to suggest new questions and possible

logical linkages between ‘contexts’ or between objects. In fact, so essential is it, that the
previous sentence is a bit strange since it is difficult to imagine any classification without
comparison! Analogy and comparison also play key roles in the formation of new concepts
and in the process of abstraction and unification, as we will see later.”

Det hér innebér att CT kan vara ett instrument for att utveckla och utvirdera teoretiska
modeller. Resten av den hér essén visar négo av hur det kan goras for aritmetiken.

Objekt i skolmatematiken

For att ldgga en grund (enligt CT-principer) behéver vi faststéilla vilka klasser av ‘objekt’
som behdver hanteras i grundskolans aritmetik. Till var oférstéllda lycka visar det sig att
dar bara finns ynka tre klasser, jimte en fjarde, som senare kan héarledas. (Vi vantar darfor
med den.) Klasserna visar for vilka olika &ndamal vi anvdnder talen. De ér foljande:

Kvantiteter — med kombinationen métetal + enhet skapar vi storhetsvdirden som anger
storleken pa nagot. Talen ger ett Matt pa Méngden av nagot (eng. Measure = matt).
Jag refererar till dessa tal (4 enhet) som M-varden i klassen MK. (M kan sta for “méngd”
déar detta motsvarar allménsprakets tolkning av ordet — inte “méngd” som i “méngdlira”.)
M-véarden visar absolut storlek.

2 Det ar kombinationen “fungerande teori” och “spetsdidaktik for problemlosning”, som skapar effekten.
(Det senare finns vil beskrivet.) Hur snabbt forstdelsen kan utvecklas, avhaller jag mig fran att sitta siffror
pa: det ligger for langt fran erfarna didaktikers verklighetsuppfattning.

3 Alla referenser till Brown avser hans och T. Porters artikel “Category Theory; an abstract setting for
analogy and comparison”, som finns som pdf-fil p4 hans hemsida www.groupoids.org.uk. I évrigt utelamnar
jag referenser nédstan helt — mycket av det jag tar upp ar allmént ként av de som f6ljer forskning och debatt
om matematikundervisning — och det &r till er jag vinder mig. Annat géller sadant jag sjalv tagit fram, och
kan i det fallet referera till mig sjilv. Det vore mojligt att referera till en bok jag skrivit i &mnet, men den
finns t.v. bara i en betaupplaga. (Boken besvarar annars alla fragor, som denna artikel kan ténkas véicka.)

* Brown har tidigare i texten beskrivit ‘analogy’ som ett samband /ménster mellan relationer, som beskrivs
genom jamforelser. Man kan kanske sdga att det ar jamforelser av jamforelser.

5 En fullstindig redovisning omfattar en beskrivning av alla delar av grundskolans matematik. Det gors
inte pa ett tiotal sidor.
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Skaldrer — de bestar (i den enklare varianten) av dimensionsldsa, reella tal. De visar
“skalan” mellan tva storlekar. (Réknesétten multiplikation och division anvinds.) Dessa tal
bendmner jag S-viarden och klassen for SK. (De hér talen &ar i viss mening “rena tal” — ett
omhuldat begrepp.) S-virden visar relativ storlek.

Sa har langt kénns allt sédkert vélbekant — men den tredje klassen &r forbisedd i under-
visningen, vilket har skapat flera av de forstaelseproblem vi har idag.

Lagen — med synonymen tillstdnd — visar en talanvindning, dér elementen inbiordes
ar inoperabla. (Den hér talanvindningen skrev Ulf Persson, prof. ma., en intressevickande
artikel om i Ndmnaren nr 2, 2010.) Att virden kan vara inoperabla &r ett vilként fenomen
vid gruppverkan (group action). Man kan ha en méngd X, dér elementen inbérdes inte har
négon operation, och en grupp G, vars element kan “verka pa” elementen i X. Exempel pa
“X” ar punkterna i ett topologiskt rum, men ocksd vardagsnéra fenomen som temperaturer,
hojd 6ver havet, datum, tidpunkter, GPS-koordinater. Som Persson papekade &r de viarden
vi erhaller fran en addition (av sidana varden) meningslsa, medan vi kan ge en mening at en
subtraktion. (Detta tas upp langre ned.) For dylika virden infor jag beteckningen L-vérden
och de ér i klassen LK (eng: Level).

Alla exemplen pa L-viarden ovan utgor storhetsvirden (med enhet), s& hur skiljer vi
dem da at fran storhetsvirden som &ar M-virden? Det visar sig vara enkelt: ett L-virde
bestdms numeriskt av tva referenser. For att faststélla ett varde behdver vi, dels faststélla
en referenspunkt, dels (alldeles som for M-virden) jamfoéra mot en enhet for att fa ett virde
pa “avstandet” till referenspunkten. For temperaturer refererar vi till en “nollpunkt” och
enheten faststélls som en brakdel av fordndringen mellan tva referenspunkter. Ett annat
exempel pa referenspunkt ar “havsniva”. For tidpunkter géller att vi inte vet nar “tiden
bérjade” i absoluta matt. Vi anger darfor tidpunkter med utgangspunkt fran godtyckligt
valda referenspunkter med virdet noll (t.ex. midnatt). Samma sak géller koordinater i alla
koordinatsystem: vi har ett “origo” (med vérdet noll i linedra system). Insikten, om att den
hér sortens storhetsviarden har dubbla referenser, gor inte bara att de latt kan klassificeras
— det leder ocksa till en forstaelse for deras begrédnsningar.

Sa har vi da spikat tre grundldggande objektsklasser. Nu undersoker vi vilka “pilar” vi
kan konstruera mellan objekt inom en klass.

Pilar (morfismer) i skolmatematiken

Eftersom en mer grundldggande anvindning av tal ar att beskriva storlekar av fenomenE]
sa inleder vi med att studera relationer mellan M-virden. Dessa beskrivs, som tidigare
namnts, av kombinationen métetal + enhet, kallat ett storhetsvirde. Har blir métetal och
enhet 6msesidigt beroende av varandra, néar de ska beskriva storhetsviardet. Ett storhetsvéirde
kan dérfor aldrig ensidigt forknippas med ett dedicerat, fristdende talll

Lat oss se vilka pilar vi kan konstruera mellan objekten med M-viardena 3kg och 12kg

5 Giller inte bara elever. Aven laroboksforfattare ror till det.
T Att “rikna” antal av nigot leder ocksa till en storleksangivelse — den av en samlings (collection) storlek.
8 Nu kan nagon tycka att “antal” alltid beskriver en méngd exakt, men “antal” har #ven det en enhet,
som ar utbytbar, dven om det ofta finns en naturlig minsta enhet. Enheten kan vara en gruppering av mindre
M, ¢

enheter som for “tjog kraftor”; “dussin 4gg”; ‘plutoner” (grupper med soldater); “pallar” (lastade med paket).
Valet av enhet beror, som alltid, pa vad som &r relevant att rdkna i ett givet ammanhang.
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3 kg

+9 kg

-9 kg
7

14

12 kg

Pilarna representerar operationer. Har anviands “de fyra raknesitten” for att ge (enkla)
exempel pa operationer som “omformar” det ena vérdet till det andrall Vi far pilar med
viarden ur tva klasser: MK och SK. Saddana hér figurer kan man tréffa pa i laromedel, men
CT lyfter analysen av detta till en hégre niva. Brown skriver:
of comparing [the objects]’ 7. — Det hér &r nagot av en kirnidé:

‘— various arrows are ‘ways

En pil beskriver en jamforelse.

Av texterna over pilarna framgar att 12 kg jamfort med 3 kg beskrivs av ‘+ 9 kg’ eller ‘- 4’
En viktig iakttagelse blir att jamforelsen ar operationell. Det hér stods av spraket pa ett sitt
som man inte alltid reflekterar 6ver: Vi séger att 12kg &r “nio kilogram mer” &n 3kg. Gissa
nu vilket ord vi far, om vi 6versétter ‘mer’ till latin! — Just sa: det blir ‘plus’ (Och ‘mindre’
blir ‘minus’.)

Nér vi uttalar en jamforelse med ord, sd ndmner vi alltid ndgot, vars storlek betraktas
som kénd (= ett referensobjekt) och berattar darutéver vad vi ska géra (= en operation)
med denna storlek for att erhélla den storlek jamforelsen ska beskriva. I det hér fallet
beskrivs 12kg av att det kan erhallas av att ta 9kg mer (operationen ‘+’ maskerad i ord)
an referensobjektet 3kg. Alternativt kan vi ta 4 ganger sa mycket. I det fallet framtrader
operationen tydligare i spraket. (Uttrycket ‘/4’ kan man se som ett stambrak.) Allt det har
gar latt att formedla till yngre elever@

De olika jamférande uttrycken (inklusive sina tecken) kallar jag termer respektive fak-
torer. I praktiken associerar en matematiker de flesta av talen i ett uttryck med operationer.
(Ett visst tal “fungerar” som en minusterm, en faktor eller en divisor.) Att inkorporera teck-
net i det som ar en term och kalla t.ex. ‘+3’ for en plusterm gor ju inte ont precis. (Mer om
det langre fram.)

Jamforelser i CT och skolmatematiken

Brown har naturligtvis synpunkter pa nyttan av att identifiera objekt och pilar (rela-
tioner): “Central classical themes in Science include the classification of objects within a
particular context. ... the possible hierarchical class structure has to be determined by
comparison. ... Comparison allows us to build a specification of a concept or class. It is
an essential feature of developing an ontology, within a subject area or amongst a group of

9 Naturligtvis kan omformningarna géras hur komplexa som helst, men hér ska en struktur fér enkla
operationer studeras.

19 De yngsta eleverna, som jag har provat de hir diagrammen med i stérre skala, var i en fjardeklass. Vi la
grunden for att forsta brakrakningen pa 6 lektioner. Optimalt hade nog varit att jobba 8 — 10 lektioner.
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interacting individuals or agents. ... We thus are left to conclude that ‘comparison’ is an
important aspect of Mathematics, of Science, and, in fact, of general knowledge acquisition.”

Det har betyder att ratt forstddda jamforelser banar vagen for forstielse av
(berérda) grundlaggande koncept. En multiplikation kan via jamforelser forstas utifran vad
den gor, inte hur den gor det (sdsom nér den uppfattas som “upprepad addition”). Eleverna
kan laborativt fas att uppfatta den “skaléra” aspekten av multiplikation. Nar pilarna gar at
motsatta hall fas ocksa (den efterlysta) forstaelsen for hur multiplikation och division kan
vara varandras omwvdnda réknesitt. (Se figur ovan, for ‘-4’ och ¢/ 4’. Jamforelser bidrar
ocksa till att tydliggéra de olika klasserna av talanvindning.

Vi saknar idag en specifik terminologi for jamforelser. Hér ges ett forslag pa en
sadan. Ett lampligt namn pa “startpunkten” (referensobjektet) for pilen vid en jamforelse
kan vara “rot” (R). Ordet har i alla sammanhang innebérden “ursprung”; “det nagot kom-
mer ifran” o.d. Det visar sig ocksa i en hel del matematiska sammanhang passa bra ihop
med nuvarande anvandning av “rot”[3 For slutvirdet (malet) dr termen mindre given. Pa
engelska kan jag tdnka mig “yield” (=avkastning, utbyte, resultat), men pa svenska far det
bli “viirde” (V). Sjélva pilen kan rétt och slitt kallas “dndring” (A). (Brown ser pilarna
som att de illustrerar en dynamisk relation. Det &r ett synsétt som jag delar med honom
och som harmonierar med de flesta verkliga sammanhang som pilarna ska illustrera) Vi
anviander beteckningarna i ett “diagram” for att beskriva en jamforelse:

ved o p

Nér elever tranar sig i att oversétta till och fran sidana hér diagram (och ordinarie uttryck),
sa skapas en god forstaelse for jamforelsens riktning; jamforelsens komponenter och jam-
forelsens operativa karaktér. Eleven kan utforska hur “roten” identifieras i spraket, t.ex. av
ordet “4n”. Eleven lar sig inte bara att uttrycka en jamforelse, utan kan oversitta uttryck
som “mer” till en operation. Far en elev veta att Kalle viger 4kg mer &n Kaled (vi jAmfor
mot Kaled = roten), och att Kalle viger 48 kg, sa ar diagrammet givet:

Kalle « Jamforelse e gy

48kg . T4K8  Kaled

Nista steg i losningen kan eleverna latt ta till sig: for att kunna utfora en berdkning, sa
maéste pilen “4ndra” pa nagot vars varde ar kant, och héar ar det Kalles vikt. Alltsd maste vi

11 Metaforen “upprepad addition” &r ett hinder for att uppfatta division som ett omvant raknesiatt. Det-
samma géller ofullstdndigt beskriven “innehéallsdivision”. Till listan kan féras det som kallas “den monografiska
metoden”, dar ett mycket forsatligt tankefel gér att den inte visar en “omvindning” pa det sitt den utger sig
for att gora.

12 Hir och i manga andra fall maste jag tyvirr utelimna lingre exemplifieringar och argumentation for att
hélla den hér artikeln inom rimliga ramar.

13 Gjélvfallet &r det si att en fysisk foreteelse, t.ex. en lingd, inte kan “indras” av t.ex. en faktor. Det
ar det abstraherade (sic!) storhetsvirdet som kan dndras. (Observera att ett métetal varken kan vara mer
eller mindre abstrakt &n den enhet, som avgor vilket méatetal som géller. Ett storhetsvarde ar f.6. fullstdndigt
abstraherat fran sitt fysiska sammanhang! (Det behdver inte existera i verkligheten.) Redan Aristoteles talade
om abstrakta enheter.

28



vinda pilen! Och nir pilen vinds, sa vinds ocksa operationen! Vi far:

48kg Lkg) Kaled

Omvéndningar ar ldtta att ldra sig genom att rita diagram med pilar at bagge héll och
undersoka vilka &ndringar som géller. Observera, att forutsattningen for att operationen ska
kunna véandas néar pilen vinds, ar att dér finns en (utsatt) operation att Véinda

Har instéller sig fragan hur man ska koppla samman ett sidant hér diagram med den
faktiska berdkningen av det dndrande virdet (A). Hur jamfor man t.ex. 0.38 h med 0.027 h?
Losningen pa det ar ett vackert exempel pa hur viktigt det dr med klara och tydliga defini-
tioner. Arbetsgdngen &r foljande ...

Nar eleverna ar varma i kldderna med att utféra bade additiva och multiplikativa jam-
forelser laborativt och Gversatta till diagram (och vidare till ordinarie uttryck), sa kan de
ocksa tillagna sig deﬁnitionen

En jamforelse visar vad jag ska gora med roten for att fa vardet.

Eleverna finner det sedermera intressant att fa veta att detta inte hindrar att jag “gor”
mer dn en sak! S& nédr en elev ska jaimféra 16 m med 24 m (multiplikativt) kan eleven rita

diagrammet
16m+ 2 8m /3 24m

Det héar kallar jag tvéistegsmetoden De dubbla éndringarna kan utlédsas “16 m ar 2 ggr
storre och 3 ggr mindre &n 24 m”. Har star ordet och for en “komposition”, vilket dock faller
sig sa naturligt for eleverna, att de inte behover en sérskild term for det. (Sdttet som det
uttrycks pa hér dr inte s& matematiskt stringent, men det dr bara ett steg pa vidgen mot ett
mer fullstdndigt sprak.)

Didaktiken for detta bygger pa att ha korta arbetssteg och bara introducera enstaka nya
element i varje. Det kan gilla en tankemodell, ett diagram eller ett fatal termer. Detta
béde skapar en “rorlighet” i undervisningex@ och gor att elever med déligt arbetsminne
inte forlorar 6verblicken. Arbetssittet bor vara elevaktivt, uppmuntra diskussioner och
ge eleverna bade frihet och ansvar. Arbetsgangen behéver dock vara relativt styrd. Med
en tydlig struktur for det matematiska landskapet kan lararen inse vilka vigar som leder
mot malet. De tar man.

14 Ett alternativ till detta &r att berdtta for eleverna, att man till 48 ska addera inversen, med avseende pé
addition, till det positiva talet 4. Att det ar ratt metod framgér av den ekvation man kan stéilla upp och 16sa:
x 4+ 4 = 48. Ett bra alternativ ... eller? — Man kan ocksa satsa pa att tréna upp elevernas “kénsla” for hur
man l6ser den har sortens problem. Tyvérr tar det tid och utgangen ar osdker. Det ar svart bade for larare
och elev, att kommunicera runt vad man “kénner pa sig”.

15 Definitioner maste sjalvfallet formuleras i klartext av och for eleven, och vara en aktiv del av undervis-
ningen.

16 Detta diagram ritar inte en elev spontant, men acceptansen forbereds vil. Den bakomliggande didaktiken
tas inte upp hér.

17 Metoden ar kiand i olika former, men ingdr hér ett klart teoretisk sammanhang. Den blir inte bara en
teknik for att 16sa vissa problem (som man ska “kénna igen”), utan eleven far ocksé svar pa alla sina “varfor”.

18 Begransat innehall = kortvarigt arbete = oftare nya inslag.
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Har ar platsen att ta upp nidgot om neutrala element. Med jamforelser som
8L +— 8L

... kan eleverna upptéicka “neutrala” dndringar. Vi har de neutrala faktorerna™ - 17 och
/1’ och de neutrala termerna ‘+ 0’ och ‘— 0. En foljd blir att eleverna kan forstd att likhet
kan beskrivas pa olika sédtt: med en neutral term eller med en neutral faktor. — Det ger
en del implikationer. Ser du dem?

Nar tvastegsmetoden och neutrala element har introducerats, sa kan eleverna “upptécka”
hur man generellt kan finna de jamférande virdena med de metoder som traditionellt kallas
“végen o6ver noll” respektive “vigen over ett”. Eleverna har pa det har stadiet fatt ett fast
grepp om att ‘noll’ bara ar neutralt ihop med termer (additiva &ndringar) och ‘ett’ bara ar
det ihop med faktorer (multiplikativa dndringar). Det réacker att, som ett gemensamt begrepp
for dessa tva “vigar” (och andra likartade), kalla detta for tvastegsmetoden. — Vad eleverna
ska fas att upptécka ar att en etta eller nolla “i mitten” trivialiserar valet av &ndrande vérde.
Sa hér kan det se ut:

16m<i1m< /24 24m eller 16m<ﬂ0m<ﬂ24m

Sérskilt intressant blir det, nér vi jamfor dessa diagram med foljande. (Obs riktningarnal)

16 24

16m+——— 1m —=2= 3 24m eller +24m

16m  T16m gy +24m 540

I det vénstra diagrammet utgar vi fran enheten och skapar storhetsvirdena med hjilp av
mdatetalen, som ju ar faktorer. I det hogra utgar vi fran “ingenting” (avsaknad av ldngd) och
far de bagge langdmatten genom att “tillféra” dessa. Ur dessa bagge rader kan vi hirleda en
generell princip for alla jamforelser, som utférs med hjilp av neutrala element, och dven vidare
till alla andra tekniker for jamforelser. Formuleringen later oss ocksa formulera berdkningar
for godtyckliga virden — inte bara med tillrdttalagda dito, som kan 16sas med tabellkunskaper
eller “trixande”. Principen &r:

Om man beskriver de dndringar, som leder till ‘roten’ respektive ‘virdet’
utifran ett gemensamt viarde (som kan vara neutralt eller inte), si behover pilen till
roten vdndas (och darmed operationen!) for att pilarna ska visa hur man kommer
fran roten till virdet

Med denna beskrivning kan eleven se mdnstret att rotens operation “vinds” vid en jam-
forelse.

19 Det #r helt nédvindigt att anvinda faktorbegreppet s hér. Vi har att en ‘term’ kan vara endera en
plusterm eller en minusterm. Vi behéver en samlande term for “multiplikatorer” (tungt ord) och “divisorer”
— det bor vara ‘faktor’, eftersom vi knappast kan hivda att det dr nagon skillnad pa ‘- 0.2” och ‘/5. Endera
slaget av faktor skulle ju (analogt med termterminologin) kunna kallas ‘gdngerfaktor’ resp. ‘delafaktor’ eller
nagot mera latinskt i stil med ‘profaktor’ resp. ‘antifaktor’ Att ha begrepp for talens funktion i uttryck ar
mer funktionellt och inriktat pa forstaelse dn att, som nu, ha en terminologi for talens placeringar i férhallande
till operatorerna.

20 Med en mer “utvecklad” terminologi (som jag hoppar éver hir) kan det hir formuleras mer kirnfullt.
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Tillimpade jamforelser

Ett exempel: Nir vi startar fran ett x; och “gar till” ett x9, s& kan fordndringen
(differensen) Az beskrivas av jamforelsen av zo med z1: virdet zo kan skapas ur roten zp
genom att forst “eliminera” x1 och sedan “tillféra” xs som med ‘—x1 + x9 = o — 1. Har
kan eleven forsta varfor det dr just virdet med index 1, som det ska subtraheras med. Man
kan se hur differensen berédknar ett riktat jéimft')rvéirde Observera att med definitionen pa
jamforelse blir logiken i V.L. kristallklar. (till skillnad fran H.L.). Uttrycket i H.L. forutsitter
f.6. kommutativitet, eftersom det (generellt) hiirleds fran det vinstra. (ax = b = a lar =
a™ b=z =a"'b = br = a —1 om kommutativt.)

Principen kan anvéndas flexibelt. Ett alternativ till att jamfora 397 s med 402 s kan vara

att anvinda diagrammet:

397s ;38 400's +—28> 402 s vilket sedan andras till

397s «— 95 4005+ —25 4025

Svaret blir —3s — 2s = —5s, vilket 6versitts till “fem sekunder mindre”.

Den hér sista kompositionen av tva dndringar kan vara véird en kommentar. Brown
beskriver hur man ska uppfatta komposition av pilar i CT. Forenklat kan man sidga att
om en pil f leder fran objekt A till B och en annan pil g vidare fran B till C, s& motsvarar
kompositionen g o f den pil som leder fran A till C. Néar vi komponerar —3s och —2s kan
vi undersoka vilken fordndring vi far, om vi applicerar dem i tur och ordning pa en rot, t.ex.
5s. Vi far att 5s — 3s — 2s = 0s. Kompositionen ska d& motsvara den ensamma &ndring,
som gor 5s till 0s. Vi kan se att 5s —5s = 0s.

Sadant hir arbetar man inledningsvis med laborativt, for att tdmligen omgaende 6ver-
fora iakttagelserna till diagram och vidare till konventionella uttryck. Laborativ materiel
kan bara visa M-virden explicit. S-viarden framgar implicit, men deras abstrakta rela-
tion till materielen maste betonas? Begransningen till M-virden gor att den laborativa
materielen inte leder till generell abstraktion. Det dr de diagram man hérleder, som kan
abstraheras vidare och ge generella principer. Observera att de tecknade uttrycken bara
ska vara latta att tolka och manipulera. Vill man visa matematiska strukturer kan &ven
figurer och diagram av olika slag behovas.

Observera, att —3s — 2s inte handlar om att subtrahera 2s fran —3s, utan om att
komponera tva “minskningar”. I CT &r det en helt normal féreteelse att komponera pilar.
Forestallningen om komposition ar mycket fruktbar att 6verféra pa uttryck med termer eller
faktorer. Synséttet kan (for dldre elever) introduceras genom att ge eleverna i uppgift att
sdtta ut “ratt tecken” for varje tal i en summa, dar talens ordning &ndrats. Det kan se ut som:
5—4+434+2—-1=3 5 2 1 4. (Det hér ar forvillande for elever som é&r instillda pa att
rakna ut ett “svar”.) Det eleven behover se, for att kunna hantera ovanstaende omflyttningar,

21 Detta ar ofta svart att forsta for gymnasieelever. Man har tidigare lart sig att jamfora 2 med 5 m.h.a.
operationen 5 — 2 (i st.f. 2 —5) och sdga att det &r mindre (i st.f. att ge svaret —3).
22 Omedvetenhet om vad laborativ materiel egentligen visar, okar risken att man misslyckas med materielen.
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ar att ett tecken alltid star framfor det tal det berdr och inte har nagot band till foregaende
virde. (Péfallande ménga tror att tecknet star efter det tal det berér! Andra tror att det
star “mellan” talen)

Tecknet talar om hur det efterfoljande talet paverkar uttrycket i sin helhet.

Med en neutral nolla framst, far alla tal “tecken” och uttrycket kan tolkas enligt
0] [+5] [=4] [+3] [+2] [=I]. Det hér kan, och bér, tolkas som en komposi-
tion av Okningar och minskningar, d.v.s. som “pilar” i CT. Detta har ett stod i att dven
termerna pa en tallinje behover illustreras med (fysiska) pilar. Med den har synen pa termer
far eleverna latt for att komponera dem i valfri ordning. Varfor inte borja med ‘—4 — 17 (i
foregaende uttryck) och “kvitta” det mot +5 7

Vissa didaktiker beskriver ett sadant héar uttryck som att det “egentligen” har strukturen
(+5) + (=4) + (+3) + (+2) + (=1). “Talen” inom parentes visas sedan som pilar pa
tallinjen. Men CT séger oss att (operativa) “pilar” komponems Tolkningen som pilar
innebér att additionerna kan tolkas som kompositioner, varfor vi lika gédrna kan skriva
+5 —4 +3 +2 —1 for pilarna pa tallinjen. I de fall uttrycket innehaller negativa tal, sa &ar
det sa, som bade Décker et al och Hogber@ menar, att den “verkliga” strukturen bakom
x—(—4)drz—1-(—4)alt. x—4-(—1). Av det foljer att: om subtraktionen ‘— 4’ versétts
till ‘+ (—4)’ kan inte ‘— (—4)’ sdrbehandlas och lamnas oférandrat. Det ska dverséttas till
‘+(—1-(—4)). Metaforen “ett borttagande av en ‘minus-pil’ ” (av ‘— (—4)’) &r i princip
felaktig. Subtraktionen far i det fallet karaktdren av “inversen till komposition”, vilket
atminstone inte jag kan forestédlla mig vad det &r.

Observera att nar ett uttryck som a — 2 — b+ 5 forenklas till a — b + 3, sa ska inte ‘talet
5 adderas till det ‘negativa talet —2’ (eller nagon annan mérklig formulering), utan vi ska
komponera en ‘minskning med 2’ med en ‘Okning med 5’ Svaret blir inte ett “tal”; utan
en ‘6kning med 3’ (Om nu talen i stéllet slds samman till ‘3’ — hur ska man d& enkelt och
transparent forklaral] varfor detta tal ska adderas i ‘a — b+ 3’?7) Det &r uppenbart, att vi far

23 Lararen kan 16sa elevens problem (med att summor “blir fel” ibland) genom att instruera eleven att rikna
“fran vanster till hoger”. Det ar ekvivalent med att sdga: “Du ska inte utnyttja associativa och kommutativa
lagen”. Sadant loser stundens problem, men hur gor eleven med “5+x —3” 7 Varfor radet “vénster till hoger”
fungerar s& bra, ser man om parenteser fér riakneordningen séitts ut: ((((5 —4) + 3) +2) — 1). Varje tal far
“ratt” tecken — det framfor !

24 Jag har mott erfarna lirare, som anvinder inledande nolla etc.

25 Att komposition kan forvixlas med addition kanske har sprékliga orsaker: “ligga ihop” pilar kan ju
tyckas innebéra att man adderar dem. De ska hellre ses som funktioner, som visar hur man kommer fran en
punkt till en annan. Funktioner komponerar man, &ven om funktionen ar sa enkel som f(z) = x+3. En saddan
demonstrerar “pilen” som motsvarar additionen ‘+ 3’ dir z ar en tidigare “pil” = term (eller, for LK sisom
beskrivs ldngre fram, en tidigare uppnadd koordinat pa tallinjen). Men att forsvara den héar standpunkten
fullt ut, kraver bland annat en ldngre analys av komplexa tal. Jag later CT sta for bilden av hur pilar och
komposition hor ihop.

26 Dicker, M. Hollsten, F. Kaminski E. Rédvall L. (2012) Undervisningen har betydelse — elevers kunskaper
om algebraiska uttryck. Namnaren 2012 nr 2, Géteborg: NCM.Hogben, Lancelot (1960) Matematikens vagar.
Stockholm: Bokférlaget Forum AB.

2T Och en “regel” dr INTE detsamma som en forklaring! Inget barn blir lyckligt av att pa sitt “varfor” fa
hora en fordlder svara “darfor att vi har den regeln”. Det forklarar ingenting. Inte heller om en larare sdger
Sa.
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en vasentligt enklare bild av omstuvningar av uttryck, néar vi arbetar med operativa termer.
CT visar att de &r acceptabla och har en tolkning.

Uttryck med enbart faktorer kan ocksa ses som en komposition av pilar. Vi tar det langre
fram.

Omvindning och invers

Vi behdver en symbol for omvindning av en operation. I hogskolematematik an-
vands ett upphdjt -1’ som generell symbol for att ange en “invers” av nagot. For de fall att
vi har nagot av “additiv” karaktdr kan inversen anges med ‘-’ Exakt vad inverssymbolen as-
tadkommer, beror pa sammanhanget och vad en invertering avser maste ibland specificeras,
t.ex. som “invers med avseende pa multiplikation”. I modellen fér jamforelse “vinder” vi pa
rotens operation. Det ar en betydligt mer specifik form av omvéndning, och riktar sig inte
mot “virdet”, utan operationen. Det blir ndrmast trivialt att tolka.

Med en symbol fér att vinda operationer behdéver man inte, i samband med att man
utvecklar forstaelse for matematiska strukturer, samtidigt brottas med att férsoka forsta
de lite rériga och inte helt intuitiva sdtten att anvinda division eller subtraktion (eller
andra trix sasom ‘invertering’ och ‘negering’) for att skapa omvéandningar. Dessa metoder
beskrivs lampligen forst, nér eleven har tillignat sig behdvliga begrepp och ar teoretiskt
mogen for det. — Idén férst — hantverket sedan.

Jag infor symbolen o for omviandning. Som symbol for ‘jamfort med’ infor jag

Vi kan nu i stéllet for ‘16 m jamfort med 24 m’ etc. skriva: 16m % 24m = - 1600 - 24 =
16/ 2429 Det héir skrivsiittet har sina fordelar. Vi far ett bade klargérande och koncist sitt
att redovisa berdkningar av jdmforelser. Ovan kan vi se att man vid en skaldr (multiplikativ)
jamforelse “bryter ut” de skaldra métetalen ur M-virdena och gor jamforelsen mellan S-
viarden. Att “bryta ut” d&r omviandningen till att S-Xvérden skapar M-varden ur enheter med
den neutrala faktorn - 1 som maétetal.

Vid jamforelsen 16 m % 24m = +16mrv+24m = +16m — 24m = —8m (8 m mindre),
sd jamfors i stéllet de dndringar med M-virden som skapar M-virden utifrdn den neutrala
termen + 0m. Har upprepas ett (konkret) monster, som kan generaliseras till andra element
och operationer.

For att kunna utveckla diverse resonemang behdver man en symbol for gruppering.
Normalt anvinder man bagparenteser for det enligt 5 — (3 4+ 1). Sadana &r inte helt prob-
lemfria. Vill man omgruppera det hér uttrycket, sd finns det ett och annat att forsta for
att landa i (5 — 3) — 1. Komplikationerna uppstar av att man kilar in vinsterparenteser
mellan talet och framférvarande tecken som “tillhor” talet Tar man det nu pa allvar,

28 Symbolen x har jag anvint i undervisningen, for att forenkla elevernas skrivande. Férenklingar upp-
skattas alltid.

2 Efter ett tag kéinner inte eleven nagot behov av att skriva ut mellanledet, utan gir (med forstielse) direkt
pa de tva faktorer som visar jimfoérelsen. Ganska snart introduceras skrivsdttet att ange ett faktoruttryck
som en kvot (brak). I téljaren placeras faktorer (inklusive tecken) i befintligt skick. Namnaren &r platsen for
faktorer som ska fungera omwvdnt — alldeles som om de féregatts av symbolen .

30 Ett uttryck med subtraktioner &r inte associativt! Anda kan man se kénda didaktiker ignorera det. De
kan skriva 8 + (5 — 5) = (8 + 5) — 5 vid anvindningen av en “inskjuten nolla”. Men det gar ju lika bra att
subtrahera en inskjuten nolla, varvid vi far: 8 — (5 —5) = (8 — 5) — 5, med samma teknik. Att tricket lyckas i
forsta fallet (men inte i det andra) beror bara pé att det dr ett ‘4’ som avskiljs fran talet av ett ‘(’.
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att tecknet hor ihop med ett tal, sd kan vi inte goéra sd. Som symbol for gruppering har
jag valt att anvinda hakparenteser. (Det finns tunga skil for det.) De anvinds sa hér:
+5[—-3—1] = [+5 — 3] — 1. Intressant nog forsvinner alla de svarigheter, som en sedvanlig
parentesexercis orsakar! N.B. att ett par hakparenteser inte innesluter ett “tal”, utan ett
uttryck som (i det héar fallet) motsvarar en term (inkl. operator). Det har sittet att gruppera
dr bade 16jligt enkelt att hantera och lyfter fram strukturer i olika sammanhang

Med hakparenteser kan man framhéva stegen for att, med en “inskjuten etta”, forenkla
ett uttryck som -16/24. (Att ett uttryck pa formen ‘/8 -8 fungerar som -1 lir sig elev-
erna latt med ldmpliga laborationer och 6vningar.) Vi far att -16/24 = -16 [/8 - 8]/24 =
[-16/8][- 8/24] = -2/3. Komposition, bade av termer och av faktorer, hirleds enligt metoder
i CT. Det enklaste “objektet”, att da testa en komposition mot, & motsvarande neutrala
element. For faktorer véljer vi ett M-varde med métetalet 1 (=enheten): 1m [-16/8] =
[lm-16]/8 =16m/8 =2m = 1m [ 2] Den forsta hakparentesen (d.v.s. innehéllet i den)
sr hér lika med den sistaPd Ett sarskilt forklaringsvérde har likheten 1m [-16/8] = 16 m/8.
H.L. kan illustreras laborativt, och &r nagot elever som regel forstar. Kompositionen av
faktorerna i V.L. kan (och bér) ddremot inte greppas lika konkret. Eleverna blir mérkbart
fortjusta over att forstd det har sambandet. Att elever inte forstar sddan hir komposition
ger allménna problem med matematiken. Hé&r far vi ocksd Gppningen till att forsta ‘dec-
imalformen’ av brak: Efter att, per definition, ha slagit fast att ett brak som 3/ star for
operationerna -3/4, s kan man studera hur en brakberékning kan utféras i olika ordning:

1. Téljaren forst: 20L -3, =20L[3/4] =[20L-3]/4 =60L/4 =15L
2. Namnaren forst: 20L-34 =20L[3/4 =[20L/4]-3 =5L-3 =15L
3. Komposition forst:  20L-3/4 =20L [-3/4] =20L-0.75 =15L

Bade virdet 0.75 och att man ska multiplicera med det, framgar av: 1L [-3/4] = 0.75L =
1L-0.75. Av detta foljer ocksa att tecknet for 3/4 ska vara ett multiplikationstecken, eftersom
3/4 star for ett “tal”, som ju dr 0.75 om vi véljer decimalform. De har samma tecken! — Allt
kan forklaras i minsta detalj.

De héar omvandlingarna kastar ocksa lite ljus 6ver olika modeller for brak.

Brakmodeller

Den s.k. operatormodellen uppfattar braket 3/ som operationerna -3 och /4, men
i andra modeller illustreras braken som delar av areor, langder m.m. som allesammans &r
storhetsvirden. De kan ses som “storleksmodeller”. Med operatormodellen hanteras (som

31 Det enda fragetecknet uppstar for vissa anvindningar av biagparenteser. Losningen blir, som traditionen
bjuder, att inféra ett nytt begrepp — f.6. inspirerat av syntaxen fér programspraket C+-+. Men det faller
utanfor &mnet for den hér artikeln.

32 Ett litet observandum: Det &r inte enhetsbeteckningen som blir multiplicerad av métetalet, utan enheten,
som &r det speciella storhetsvirde som har miétetalet 1. Som vanligt uppstar, &ven i det hir samman-
hanget, sprakliga forenklingar, som till sist skymmer de bakomliggande idéerna. Vi far ett perpetuum mobile
av: “det dunkelt sagda &r det dunkelt tankta”. (Se dven nésta not.)

33 Att 2m = [1m] - 2 ér inte en aktiv kunskap hos flertalet elever. Att se métetalet som en faktor ger dem
aha-upplevelser.
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visats ovan) braket som en faktor, ett S-X vdrde. For de andra hanteras braket som ett
storhetsvirde — ett M-virde — dér braket &r ett integrerat métetal. Detta framgar av att
34dm = 1dm-3/, dér 3/’ tydligen ar ett S-virde, som har “gémt sig” i ett M-virde, alldeles
som skaldra métetal brukar gora. Uppfattningen, att operatormodellen “avviker” fran de
ovriga modellerna och att den déarfoér ar “problematisk”, ndrs pa vissa hall. Det far nog mera
ses som en missuppfattning. (En av flera, i det sammanhanget.)

Kompositionen av faktorer

Ett uttryck som 5 -3/ /10 - 8/3 kan skrivas om pa en enkel rad till 1-5-3/4/10 - 8/3. Héar
far varje véirde sin operationella verkan pa uttrycket i sin helhet angiven av sitt inledande
tecken (I exemplet har en inledande neutral faktor lagts till.) Man kan siga att varje
S-virde har en viss roll i uttrycket Det har &ar helt analogt med det tidigare uttrycket med
enbart termer. Att flytta termer (jamte sina tecken) ar tamligen trivialt. Vérre ar det att
omforma uttryck med faktorer, eftersom de inte konsekvent skrivs pa en enda rad. Men idén
om roller underlittar det hela. Nar man vill omforma ett uttryck (vilket blir nédvéindigt i
algebran) géller att ...

viirdenas roller’d ska bevaras vid omskrivningen.

Det som kan skapa fragetecken, om vilken roll ett tal har, &r anvindningen av kvoter /
brak. Den regel eleverna latt kan finna &r att alla skaldrer i ndmnaren far omwvdanda
tecken och de i téaljaren behaller sina tecken. (Inledande skalérer i téljare respektive ndmnare
betraktas som profaktorer med géngertecken.) Nér eleverna fatt klam pa detta, blir det bara
en rolig lek att skriva om och “forkrangliga” uttryck.

Gruppverkan i skolmatematiken

Ett viktigt begrepp i hogre matematik &r gruppverkan. Det beskrevs tidigare, i sam-
band med att klassen “lagen” (LK) togs upp. Vi har sett ett exempel pa det tidigare i
texten: att skaldrer (SK) forandrar kvantiteter (MK). Vi kunde ocksa se att M-viarden “tar
upp” sitt varde fran ett S-vérde, ett métetal. Samma forhdllande har vi mellan L-virden och
M-virden. Ett klockslag, t.ex. k17 &r ett lagestal (LK), som har “fatt” sitt virde av den
méngd timmar som har adderats till en “nollpunkt” (=midnatt) for att uppna klockslaget.
Det kan illustreras som kl0 + 7h = kl 7. Det &r dven mojligt att gora berdkningar som:
kl14 +3h = k1 17 och kI 5 — 3h = kIl 2. Déremot ar kl 2 + kl 3 en oméjlig konstruktion —
det saknar mening Samma slags samspel mellan L- och M-virden har man for begrepps-
paren temperaturer/temperaturdndringar; niva (6ver referensyta)/langd; datum/dagar; ko-

34 T enkla produkter mellan tva tal, &r det mdjligt att uppfatta det forsta talet som det “aktiva” (=
en multiplikator), och det andra som en passiv maltavla (multiplikand). Synséttet har ett sprakligt stod
och multiplikationstecknet star efter talet som fungerar som skaldr. I produkter med flera tal (sérskilt
om divisioner ingar) blir det bara mojligt att se multiplikationstecknet som stdende framfor sitt tal (=
multiplikatorn). (I engelskan finns begreppen ‘premultiply’ och ‘postmultiply’.)

35 Nar rutinerade matematiker forenklar det forsta uttrycket i huvudet, si anvinder de sig av detta synsétt.

36 Galler roller som pro- eller antifaktor. Dessa begrepp infordes i en tidigare not.

37 Har kan man reflektera over vikten att aktivt anvinda enheter i matematiken — att bara rakna med “tal”
skapar ingen forstaelse for alla de begréansningar verkligheten sétter for berdkningarna.
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ordinater/riktade striackor; m.m. For alla sidana par av viarden ur olika objektklasser géller
att den ena typen av objekt “passivt” &ndras av den andra sortens objekt — LK av MK;
MK av SK. Vi har en éldre terminologi for paret med MK och SK: vi talar om multip-
likand /multiplikator eller dividend/divisor. Eftersom vi har flera rikneséitt och ddrmed flera
slags relationer med gruppverkan, blir det opraktiskt att pa det héar séttet bilda specialtermer
for varje rdknesédtt. Samtidigt behdver vi en terminologi, men som &ar enklare och mer an-
passad for skolbruk, &n hégskolans terminologi for gruppverkan. Jag foreslar att vi kallar de
“aktiva” elementen for agenter (=de som agerar) och den passiva komponenten for ankare.
Man far alltid relationen, att en eller flera agenter verkar pa ett ankare. Ankaret ar “navet”
som agenterna samlas runt — de ar “férankrade” i ankaret, som déarfér lampligen skrivs som
ett inledande element, f6ljt av sina agenter.

Det héar ger oss en inbordes struktur for klasserna av objekt:

* L-ankare fordndras av M-agenter. M-ankare fordndras av S-agenter.
(CT: pilar i en kategori kan utgora objekt i en annan kategori.)

* Agenter komponeras med varandra.
(CT: pilar komponeras.)

* Nar vi jamfor, kan det alltid goras pa (minst) tva sitt:
1. Vi jamfor tva ankare med hjélp av motsvarande agenter.
2. Vi jamfor tva agenter med hjilp av en tredje agent.

(CT: olika pilar mellan objekten visar olika sitt att jamfora.)

L-vérden ar alltid enbart ankare och kan bara jamféras med hjélp av motsvarande agenter.
Sa néar vi jamfor kl 17 med kl 13, sa dr vi hanvisade till att anvinda de dndringar (agenter),
som skapat dessa klockslag, ndmligen + 17h och +13h. Vi far berdkningen k1 17 x kl 13 =
+17ho+13h = +17h — 13h = +4h d.v.s. 4h mer / senare. Vi far hir en “differens”,
men det dr inte mellan klockslag! Samma géller temperaturer, datum m.fl. L-X vérden —
det ar inte sddana vi bildar differenser mellan, utan motsvarande M—Véirden Har ar ett
exempel for temperaturskillnad: —10°C % —7°C = —-10°0v—7°=—-10°4+7°= —3° d.v.s.
3° mindre / ldgre. For andringarna anges hér inte °‘C’ da de inte ar temperaturer

Den fjarde objektsklassen (talanvindningen) finner vi med fragan: om nu ett S-véirde
tilldelas rollen att vara ett S-ankare — vad har det da for agenter? Svaret ar: det ar expo-
nenter! En direkt foljd blir att faktorer (SK) kan jamforas med hjélp av exponenter. Detta
anvands i olika forklddnader — som pH-véirden och som decibelvirden, for att ta tva exempel.
Jag betecknar objektklassen med PK (potens).

38 Talar vi inte om for eleverna hur det hir fungerar, sa kianner de flesta instinktivt att nagot “inte stimmer”.
De upplever inte att de forstar. Nar man inte forstar blir det trakigt. Elever som tycker matte ar trakigt blir
inga ingenjorer (oavsett vilket betyg de forméatt skaffa sig). Det blir tungt att lira sig alla trix och regler.

39 Den hir distinktionen gérs inte i liromedel. Man kan dessvirre se temperaturer bade adderas och
multipliceras. Det gor inte eleverna klokare.
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En bild av “atoméira” problemtyper

Som avslutning kan det konstateras att formeln V' A Rlika girna kan vindas: R A, v.
Den forsta varianten har fordelen att man sdger jamforelsen i samma ordning som man skriver
den. Den sista kan framhalla en annan sida av saken: Att varje (“atomér”) delberikning i
ett problem har de hér tre komponenterna, varvid tva ar kidnda och den tredje ska berdknas.
Det héar ger oss en modell med tre problemtyper:

Vad som beriaknas Diagram Modifiering Berakning
V' berdkna virde R_A .7 ~ R A

R berdkna rot ? # \% ? & \%4 V nA

A jamforelse R_* v ©oR .V, V it

De hér tre grundproblemen kan underindelas i vardera tva varianter:

a) alla komponenterna i RAV ér agenter (av typen MK eller SK) eller

b) R och V ér ankare i relation till en agent A.

I det senare fallet kan vi beteckna kombinationerna enligt L/M, M/S och S/P.

Inalles har vi nu 6 klart beskrivna strukturer, som eleverna behéver forsta, jdmte hur de
appliceras pa 4 vil identifierade typer av objekt (klasser/talanvindningar). Foljande schema
ger en G6verblick 6ver fallen for olika objektsklasser. Jag ger ocksa en bild av hur detta
formedlas i grundskolan, med beteckningarna: ‘x’ = exemplifieras (utan sdrskild analys); ‘B’
= beskrivs (pa ett sitt som ger viss forstaelse i sin kontext); ‘OK’ = Acceptabelt beskrivet
(men kontextberoende) 1]

ankare—agent endast agenter

Berékna L/M | M/S | S/P M | S [P

% b OK b OK (x) (x)
R X B (x) B
A X X X

Det som &r satt inom parentes dr sddant som aldrig identifieras som en fristaende typ av

berdkning. Berdkningen R:S/P berdknar den sérskilda roten for en potens med exponenten
2. For berdkningen V:S géller att karaktdren av komposition aldrig uppmérksammas eller
forstas. Berdkningar av typen V:P avser vissa logaritm- och potenslagar.
Det, som man “lyckas” beskriva nagot av, ér de relationer som traditionellt uppmérksammats
med terminologin “addend (summand), minuend, subtrahend, multiplikand, multiplikator,
dividend, divisor”. (Och de termerna avskaffade vi i Sverige 1962.) Jag vill pAminna om
att jamforelserna A:L /M och A:M /S beréknas genom att jamfora de agenter, som “skapat”
ankarena utifran ett (godtyckligt) gemensamt ankarvirde. Léttast finner man agenterna
utifran ett neutralt gemensamt ankare.

Allvarligt &r att sambanden mellan “rutorna” i tabellen aldrig reds ut ordentligt — det
saknas en anvandbar teori for det. Ej heller synliggoérs L-viarden som en sérskild, begran-
sande talanvindning. I stéllet tvingas eleverna sitta sig in i ett otal “problemsituationer”,

4! Indelningen grundas p& mina intryck fran manga ars erfarenheter av liromedel, didaktisk debatt och
diverse forskningsrapporter. Den bygger inte pa nagon statistisk undersékning.
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dér forstaelsen for en situation oftast inte bidrar till forstaelsen av en annan. Det enda
eleverna allmént utvecklar “flyt” i, &r V-berdkningar, dir virden och operationer framgar
av det givna problemet. En enkel R-berdkning blir problematisk fér en stor del elever.
Problem innehéllande jamforelser ar ett erként stort problem for elever. Det tycks det
dven vara for didaktiker: Man identifierar t.ex. problem som “jamfoérelseproblem” grundat
pa semantiken — inte pa strukturen hos problemet. Om problemet &ar: “Anna har vixt
5cm och dr nu 137 cm lang. Hur lang var Anna innan?” s& identifieras detta helt riktigt
som en R-berdkning. Om problemet i stéllet formuleras som: “Anna ar 5cm lédngre &n
tidigare och ar nu 137cm lang. Hur lang var Anna innan?” si uppfattas detta som ett
“jamforelseproblem”, eftersom man anvént orden “l&ngre &n”, som uttrycker jamforelse.
Det ar s& hér rorigt det kan bli, ndr man inte bygger hela undervisningen pa teori. Den
numeriskt inriktade teori vi grundar undervisningen pa idag ar besvidrande begrédnsad.
Den behover varken ha nagra definitioner for “jamforelse” eller besviras av verklighetens
enheter.

En sak som kan verka forvirrande for elever, om de inte har en klar bild av sammanhangen,
ar att kvoter och differenser anvéinds bade for R- och A-bersikningar. (Uttrycken VA och
VR i tabell ovan.) Divisionens och subtraktionens uppgift &r da att vinda en operation.
Som regel klargors varken vilken operation man “vénder”, eller att det &r det man g('ir
Man far bara algoritmen for jamforelsen given.

Det finns mycket som ar dysfunktionellt i matematikundervisningen. Med den hér ar-
tikeln, s &r det mitt hopp att jag vickt ditt hopp om att det finns en 16sning pa det hela.

Det som redovisats hér dr bara ett avstamp till allt som foljer av att tillimpa Category
Theory pa aritmetiken. Mitt huvudsyfte har varit att visa hur man kan ta fram en begrédnsad,
sammanhallen modell for strukturer i aritmetiken och att denna gar att forsta fullt ut. Men
dér finns mer. — Tallinjen far en konsistent tolkning. “Teckenlagar” generaliseras till att gélla
fler tecken &n + och —, och blir trots det enklare. Potens- och logaritmlagar blir tdmligen
banala. Enhetsanvindningen kan integreras pa ett konsistent vis. Proportionalitet antar
hanterbara proportioner. Och mer dértill ...

Till sist ndgra ord av Cullen Hightower:

The only new ideas that are not subject to our skepticism or suspicion are our own.

42 T abstrakt algebra lyfter inversbegreppet fram det hér, men man har ett mer abstrakt tinkande, dér
element i stillet for operationer “vinds”. I ett andra steg visar man sedan att division och subtraktion kan
“skapa” de har inverserna — men det &r en omvag. Det ar enklare att vidnda operationer direkt.
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