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Argéng 15, 1932

Forsta hiftet

484.

485.

486.

Man har tv4 lika stora volymer V av tva vétskor med specifik vikt
¢’ och ¢’. Man tar av den forsta en viss médngd v < V och slar i den
andra. Dédrpd tar man av denna blandning méngden v och slar
i den forsta vitskan. Denna operation upprepas n ganger. Huru
stora dr d& de bada vitskornas specifika vikter, om man far antaga,
att vitskorna blandas utan kontraktion. (S. Wigert.)

En sfiar gar genom ett av hérnen O till en parallellepiped med
diagonalen OF. Sfdren skér de fran O utgaende kantlinjerna OA,
OB och OCi Ay, By och Cy resp. samt OF i F;.Visa, att

OF-OF; =0A-0A1+0B-0B; +0C-0(;.

En given cirkel har sin medelpunkt pa axeln till en medelst topp
och brannpunkt definierad parabel. Konstruera kurvornas skér-
ningspunkter. X)

Enklare matematiska uppgifter

487.

488.

489.

490.

Om i ett fyrsiffrigt tal, som dr en jamn kvadrat, varje siffra 6kas
med 3, sé erhalles ett annat fyrsiffrigt tal, som &ven 4r en jamn
kvadrat. Vilka dro de bada fyrsiffriga talen?

(Svar: 1156 och 4489)

I en réatviklig parallellepiped med kanterna a, b, c 1agges ett plan
pa sédant sétt, att det gr genom mittpunkterna av tva fran ett
horn utgédende kantlinjer samt genom parallellepipedens centrum.
Berédkna storleken av den snittyta, som uppkommer genom ndmn-
da plans skidrning med parallellepipeden.

(Svar: % Va?b? + a?c? + b%c?)

En kon har sin spets i medelpunkten av en sfir. Konens hojd ar
lika med sfdrens radie, och dess basyta dr lika med sfarens yta. Hur
stor del av sfarens volym ligger utanfér konen?

5

(Svar:

Genom en kantlinje (= a) i en oktaeder ldagges ett plan vinkelratt
mot en av de motstdende sidoytorna. Ett annat plan ldgges pa
analogt sitt parallellt med det féregdende planet. Berdkna volymen
av den del av oktaedern, som ligger mellan de parallella planen.

(Svar: #)
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491.

492.

493.

494.

495.

496.

497.

498.

499.

500.

501.

I en regelbunden oktaeder inskrives en rit, stympad kon, vars axel
faller 1angs en av oktaederns diagonaler, och vars basytor ha ett
konstant forhallande. Berdkna den h6jd konen skall ha, for att dess
volym skall bli s& stor som moijligt.

(Svar: Hojden bor vara % av oktaederns diagonal, vilken storlek det kon-
stanta forhdllandet &n mé ha. Uppgiften kan tydligen generaliseras; oktae-
dern kan utbytas mot en dubbelpyramid, bildad av tva lika, rata pyramider,
vilkas gemensamma basyta &r en regelbunden ménghorning)

Los ekvationen cos6x = cos® x.

(Svar: x1 = n-180°% xp = £75,00°+ n-180°; x3 = £46,07° + n-180°)

Los ekvationen sin3x = 4sinx-sin2x-sin4x.

(Svar: x1 = n-180° x2 = +20°+ n- 60°)

En cirkel tangerar de lika langa sidorna i en likbent triangel i deras
mittpunkter. Berdkna toppvinkeln, om é av cirkelns omkrets ligger
utanfor triangeln.

(Svar: 72,76°)

Kordorna AB och AC i en cirkel bilda en vinkel, vars cosinus ar %

Deras sammanlagda ldngd &r 6 cm. Berdkna lingden av den korda
AD, som delar vinkeln BAC mitt itu.
(Svar: %6 cm)

Uppdela 1-cos? a—cos? f—cos? y+2 cos a cos f cosy i faktorer och

angiv —i form av relationer mellan vinklarna a, 8 och y - villkoren
for uttryckets férsvinnande.
(Svar: a £ f+y=n-360°

Det finnes (4) oédndliga geometriska serier, i vilka de tre forsta
termerna dro tanx, tan2x, tan3x i nu ndmnd ordning. Berdkna
kvoten och forsta termen i varje sddan serie.

(Svar: Kvoterna ro +(v/2 + 1); férsta termen i varje serie dr inverterade
vardet av resp. kvot)

1
Los ekvationen x108% = 1000 . 191-x,
(Svar: x1 =10; x2 =0,1)

I en rétvinklig triangel (hypotenusan = a) dr omkretsen lika manga
meter som ytan dr kvadratmeter. Visa, att kateternas summa ar
=4+ a meter.

I en rétvinklig triangel dr p = 6r. Bestdm forhallandet mellan
sidorna.
(Svar:3:4:5)

Ekvationen x% — px + p — 1 = 0 &r given. Mitetalen till en triangels

sidor &r r2+r3; r2 —r3 och 2ryry, ddr r och rp dro rétterna. Bestdm
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502.

503.

504.

505.

506.

507.

508.

509.

510.

triangelns storsta vinkel.
(Svar: 90°)

En cirkel dr omskriven kring en ratvinklig triangel. Om den ra-
ta vinkelns spets forenas med mittpunkterna av hypotenusans
halvcirkelbagar, sa ar férhallandet mellan dessa féreningslinjer
=(b+c¢):(b-c), dér b och c dro kateterna.

I triangeln ABC forldnger man AB till punkten F s4, att BF = BC
och BA till punkten D s3, att AD = AC. Trianglarna DFC och ABC
befinnas vara likformiga. Berdkna forhallandet mellan trianglarnas

ytor.
(Svar: 5,049)

Skillnaden mellan tvé vinklar i en triangel &r 90°, och den mel-
lanliggande sidan &r (—13 av triangelns omkrets. Berdkna triangelns
vinklar och sidornas forhallande.

(Svar: 16,28°; 30,86°; 126,86°. Sidorna forhalla sig som 7:15: 20)

Givet: en punkt P, en vinkel a, tva parallella linjer L och M och
en kvadrat. Att genom P draga tva réta linjer, som med varandra
bilda vinkeln «, och vilka skdra L och M s3, att en paralleltrapets
uppkommer vars yta dr lika med kvadratens.

Fran den ena brannpunkten i en ellips drages en normal mot en
diameter. Sok orten for skdarningspunkten mellan dennas konju-
gatdiameter och nyssndmnda normal.

(Svar: Resp. styrlinjer)

F) och F, dro brannpunkterna til en ellips med excentriciteten e,

P en punkt p4 ellipsen pé avstandet & fran storaxeln; r dr radien

h
till den i triangeln FPF) inskrivna cirkeln. Bevisa r = 1Te.
e

ABC ir en liksidig triangel med 12 cm sida och E en punkt pa BC.
Berdkna ldngden av AE, d& man vet, att den del av denna strédcka,
som utgor korda i den i ABC inskrivna cirkeln dr 5 cm.

(Svar: 11% cm)

I en likbent triangel ABC (AB = AC) tangerar en och samma cirkel
basen BC i punkten C och sidan AB i dess mittpunkt. Berdkna
cirkelns radie, om BC = a.

(Svar: ay/0,6)

En triangel ABC, diar AB = AC, 4r omskriven kring en kvadrat s4,
att tvd av kvadratens horn falla pé sidan AC och de bada andra
hornen pa var sin av sidorna AB och BC. Berdkna vinkeln A, da
man vet, att triangelns yta &r tre gdnger kvadratens.

(Svar: 15,55°)
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511.

512.

En rektangulér tunn skiva ABCD, diar AB = a och BC = b, vikes
langs diagonalen BD s4, att de bada planen ABD och CDB bilda
riat vinkel med varandra. a) Huru stort dr nu avstdndet mellan
hornpunkterna A och C? b) Den bdjda skivan stélles s&, att kanter-
na AB och BC vila pa ett horisontellt bord. Hur hogt 6ver bordet
befinner sig hornpunkten D?

. | a*+b* . a’+b?
(Svar: a) a’+b?’ b) ab a4+b4+a2b2)

I en triangel ar tvd hojder lika stora. P4 vardera av dessa som dia-
meter har man uppritat en cirkel. De sé erhallna cirklarna befinnas
tangera varandra. Berékna triangelns vinklar.

(Svar: 38,17°; 38,17°; 103,66°)

Andra hiiftet
513. Los ekvationen 4 tan x + 3 cosx = 5. (A.H. P)
514. Halvcirkelbagen ABCD delas i tre lika delar av punkterna B och

515.

C. Att konstruera punkten P péd badgen AB, Q pa BC och R pa CD
sd, att polygonen APBQCRD vid rotation omkring AD alstrar en
kropp med storsta mojliga volym. x)

Att konstruera en korda AB i en given cirkel s§, att foljande figur
kan uppritas. Om S betecknar det storre av de tva segment, som
AB bestdmmer, skola forst tva sinsemellan lika, med S likformiga
segment (S; och S) placeras s4, att deras kordor AD och EB utgé-
ra delar av AB och deras bédgar tangera varandra. Alla tre ligga pa
samma sida om AB. Uppritas sedan pa DE som korda ett fjarde
segment, likformigt med de féregdende, men beldget &t motsatt
héll, kommer dess bage att tangera den givna cirkeln. X.)

Enklare matematiska uppgifter

516.

517.

I en triangel dro tva hojder lika stora. P4 den tredje hojden som
diameter uppritas en cirkel. Denna befinnes tangera de bada forst-
ndmnda héjderna. Berdkna triangelns vinklar.

(Svar: 41,81°; 41,81°; 96,38°)

Beridkna vinklarna i en likbent triangel, ddr den omskrivna cirkeln
a) delar tva av triangelns hojder mitt itu, b) tangerar tva av triang-
elns hojder.

(Svar: a) 35,26°; 35,26° 109,47°. b) 30°; 30°; 120°)
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518.

519.

520.

521.

522.

523.

524.

525.

526.

527.

528.

I en triangel tangerar den omskrivna cirkeln en av héjderna och
skér en annan mitt itu. Berdkna triangelns sidor.
(Svar: 24,10°; 41,80°; 114,10°)

I en triangel ABC 4r BC = 10cm och hdjden mot AC = 6cm. Pa
denna hojd som diameter uppritas en cirkel, Berdkna triangelns
vinklar, om denna cirkel tangerar a) htjden mot BC, b) medianen

frdn A, c) bissektrisen till A.
a) A=104,04°% B =39,09°% C=36,87°.
(Svar: b) A=102,72° B =40,41% C=36,87°. )
c) A=103,66°% B =39,47°; C=36,87°.
Konstruera en cirkel, som tangerar tva givna cirklar samt en av

cirklarnas gemensamma yttre tangenter.
v
Los ekvationen tan 2 +2cot2v=0.

(Svar: +51,83° + n-360°)

Los ekvationen log3 +1og(2 + 7*) =1og 189 — xlog7.
(Svar: x=1)

1 1
Los ekvationen 2tan x + + — =3
tan2x sin2x
(Svar: x = 26,56° + n-180°)

ABCD ér en kvadrat. Bestam ldget av en punkt P pa AC s, att
summan av PA, PB och PD &r ett minimum.
(Svar: A ABP =15°)

Fran en hamn avga samtidigt en seglare med 5 knops fart och en
angare med 20 knops fart i rakt ostlig riktning. Nér synes avstandet
mellan batarna storst fran en ort, beldgen i ritt nordlig riktning pa
10 sjomils avstand frdn hamnen?

(Svar: Efter en timme)

En halvcirkels diameter dr AB och medelpunkt O. Genom A och O
dragas parallella linjer, som raka periferin i P och Q resp. Bestim
A PAO s3, att den yta, som begrédnsas av linjerna PA, AO och OQ
samt bagen PQ blir ett maximum.

(Svar: 60°)

ABC ar en vid A ratvinklig triangel. En transversal genom C skér
AB i P och medianen frdn B i Q. For vilket ldge av P blir ytan av
AAPQ ett maximum?

(Svar: AP: AB=2-2)

Péa kateterna i en egyptisk triangel uppritas kvadrater utat. Figuren
roterar ett varv runt hypotenusan. Berdkna rotationskroppens
volym.

(Svar: 1377)
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529.

530.

531.

532.

533.

534.

535.

Uppdela i tva faktorer 24742 + 1.
(Svar: (22n+1 yon+l 4 1y(2ntl _on+l 4 1y)

Uppdela i tre faktorer 33?1 4 1.
(Svar: (3271 + )32 437 4+ 1) (32171 3" 1 1))

Giv ekvationen for en cirkel, som gar genom linjens x + y = 2 skér-
ningspunkter med cirkeln x?+y? = 16 och d4rjamte tangerar linjen
x—y+8=0.

(Svar: x% + y? +4x+4y =24 och x? + y> —~8x -8y =0)

Normalen i parameterns @ndpunkt till parabeln y? = 4x 4r dven
normal till x2 +2ny? = 2. Berdkna hérav virdet pa n.
(Svar: ny=-1;n2 = ﬁ)

I en triangel dr h, =4cm, hp = 12cm och m; =2v10 cm. Berdkna
aoch b.

(Svar: a och b dro resp. 15 cm och 5 cm eller 12 cm och 4 cm)

Under vilken vinkel skir den kring en liksidig triangel omskrivna
cirkeln en av de vidskrivna cirklarna?
(Svar: 75,52°)

I en triangel 4r en bissektris lika med och vinkelrdt mot en median.
Bestdm triangelns vinklar.
(Svar: 29,75° 67,38°; 82,87°)

Tredje hiiftet

536.

537.

538.

I en cirkel O inskrives ett parallelltrapets ABCD, dar AB = BC =
CD. OCskdr AD1i H. F ar fotpunkten p&4 AD av héjden fran C. AD
delas i punkten I s, att Al =2-ID. Visa, att HI =2 [F.

(Victor Dorph.)

AB &r diameter i en given halvcirkel, P en variabel punkt pa AB.
Man uppritar pd AP och PB som diametrar halvcirkelbdgar at
samma hall som den givna. Visa, att den cirkel C, som tangerar
dessa tre bagar, standigt tangerar en annan fix cirkelbédge AB (utom
den givna) och berdkna gradtalet for denna bage. x)

Ett antal av 2" kort, varav hélften dro markerade med en etta och
hélften med en nolla, utldggas sd, att efter varje utlagt kort (raknat
fran och med det forsta) nésta kort placeras sist i talongen, varefter
foljande kort utlagges o.s.v. Hur béra ettor och nollor férdelas for
att utlaggningen skall ge resultatet 101010...? (S. Wigert.)
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Enklare matematiska uppgifter

539.

540.

541.

542.

543.

544.

545.

546.

547.

548.

En ratvinklig triangel delas i tva deltrianglar medelst h6jden mot
hypotenusan. Bevisa, att denna hojd 4r = summan av radierna i
de tre trianglarnas inskrivna cirklar.

I en triangel dro a och h, givna. Bissektrisen v, dr medelproportio-
nal till de delar, i vilka den delar sidan a. Uttryck v, i a och h,.
(Svar: 8v2 = a? +4h3)

Tva kongruenta och koncentriska reguljdra n-horningar uppri-
tas sd, att den ena Overgér i den andra, om den vrides vinkeln

2m
a, som kan antagas < o Visa, att den del av den férstndmnda
polygonens yta, som ligger utanfor den andra, utgér brékdelen

tan a. tan (z - E) av polygonens hela yta.
2 n 2

I en triangel & a =4cm, b—c = 1cm och hy + h, = 7cm.Berdkna
vinklarna 8 och y.
(Svar: § = 76,87°% y = 50,93°)

M &r mittpunkten pa hojden frén A i en regelbunden tetraeder
ABCD. Visa, att planen genom M och kantlinjerna BC, CD och
DB bilda ett trirektangulért hérn.

De fyra sidoytorna i en tetraeder med ett trirektanguldrt horn bilda
i lamplig ordningsfoljd en aritmetisk serie. Berdkna de spetsiga
kantvinklarna.

(Svar: 39,33°; 56,85°; 71,31°)

En regelbunden tetraeder ABCD har etthérni A(4;0), ettandra i
B(—4;0) och ett tredje i C pa positiva y-axeln. Sok kortaste vigen
pa tetraederns yta fran (0; 5) till den punkt (i ytan D AB), som har
projektionen (2; 1) i xy-planet.

(Svar: v/40)

Tangenter dragas till tva cirklar frdn en godtycklig punkt pé deras
radikalaxel. Visa, att tangentkordorna rdkas pa radikalaxeln.

Fran en punkt P pd positiva y-axeln dragas de tangenter PT; och
PT, till cirklarna x? + y? +2x = 0 och x? + y? + 8x = 0, vilka icke
sammanfalla med y-axeln. Bestdm P s§, att /A T} P T; blir den stors-
ta mojliga.

(Svar: P:s koordinater &ro (0; 2))

Frén punkten P dragas tangenterna PA och PB till cirkeln x? +

y2 —2x = 3. Da kontaktpunkterna A och B férenas med origo O,
blir A AOB = 90°. Visa, att P ligger pa cirkeln 3x% +3y? — 14x = 21.
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549. Bestdm koefficienterna a, b och c i funktionen
y= (ax’> + bx+c)(x* + 1)4/3,

om y = x3(x* + 13,
(Svar: a = %; b=0;c= —59—6)

550. Giv ekvationen f6r den rita linje, som jimte linjerna x+ y = 1 och
2x—3y =1 avgrinsar en triangel med tyngdpunkten i origo.
(Svar:3x—-2y=-1)

Fjidrde hiftet

551. Tre lika cirklar tangera varandra tva och tvd samt dessutom alla en
fjarde cirkel. Fran en godtycklig punkt pa den sistndmnda cirkelns
periferi dragas tangenterna PT;, PT» och PTs till var och en av de
ovriga cirklarna. Visa, att en av dessa tangenter (métt fran P till
kontaktpunkten) alltid &dr lika med summan av de bédda andra.

x)

552. Till en ellips ldggas tvé parallella tangenter och frdn brannpunk-
terna normaler mot dessa. Bestdim maximum av den sa bildade
rektangelns yta.

553. En pyramid begrédnsas av fyra trianglar (tetraeder). Om r betyder
den inskrivna sfiarens radie, r1, r,, r3 och r4 de vidskrivna sfiarernas

radier, s ar
2 1 1 1 1
— =t —+ —+—.
r mn 2 rs ra

Enklare matematiska uppgifter

554. Ekvationen 277x% —772x + 277 = 0 har rétterna x; och xy. Skriv

x1+1 X2 +1
upp den ekvation, som har rétterna ! och =2

x1—1 X2 —

, utan att 16sa

den givna ekvationen.
(Svar: 109x2 — 663 = 0)

555. Forenkla uttrycket

x=D*+(x-1)2%+1
x2—x+1 )

(Svar: x2-3x+ 3)
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556.

557.

558.

559.

560.

561.

562.

563.

564.

I AABC ar A\ C = 90°. Bissektriserna till A A och dess sidovinkel
rédka BC och dess forldangning i P och Q resp. Om PC: CQ=1:4,
berdkna AB: BC.
(Svar:5:4)
Los systemet

x—ay+a’z=a’
x—by+b*z=0b3
x—cy+ctz=c?

x=abc
(Svar: y=ab+ac+bc )
z=a+b+c

Omkretsen av en likbent triangel 4r 30 cm. Bissektrisen till ena bas-
vinkeln skidr motstadende sida 2 cm fran dess mittpunkt. Berdkna
triangelns yta.

(Svar: 9v/15 cm?)

Hojden i en liksidig triangel ABC &r 3 cm. Fran A till punkten P
pa motstdende sida drages en linje, som delar omkretsen av den
inskrivna cirkeln i forhallandet 1: 2. Berdkna AP.

(Svar: /9,6 cm)

Upplés (1 + x+ x? +---+ x™)?% — x" i tva faktorer, vilka bada 4ro
polynomer; 7 &r ett helt tal > 1.

(Svar: (1 + x+x% +--+x" (1 + x + x2

)|
a betecknar ett helt positivt tal > 1. Man bildar summan

1 1 1
—+—+—+...
a ax as

1
av sadana bridk —, som kunna forvandlas till avslutade decimal-

a
brék. Berdkna summans gransvérde.
(Svar: 1,5)

En cirkel O och en punkt P dro givna. Att i cirkeln inskriva en
likbent triangel s&, att av de lika sidorna den ena gar genom P och
den andra &r parallell med PO.

Los ekvationen
b 2 1
+ =—+2b.
bx+1 a-x a

1
(Svar: x; =a——; xp =— . Sammanfor termer och upplds i faktorer)

a
b 2ab+1
I en rétvinklig triangel dr den ena kateten dubbelt sé stor som den
inskrivna cirkelns diameter. Den andra kateten &r 2 dm. Berdkna
hypotenusan.

(Svar: 3% dm)
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565.

566.

567.

568.

569.

570.

571.

572,

573.

574.

10

Berdkna vinklarna i en likbent triangel, vars yta delas mitt itu av
en med basen parallell diameter i den a) omskrivna cirkeln, b) in-
skrivna cirkeln.

(Svar: Toppvinkeln i den forra = basvinkeln i den senare = 65,53°)

P4 en av de lika sidorna i en likbent triangel ritas a) utat, b) inat
en kvadrat kring vilken en cirkel omskrives. En av triangelns évriga
sidor delas mitt itu av denna. Berdkna triangelns toppvinkel.
(Svar: a) 24,30°; b) 114,30°. Erséttes kvadraten av t. ex. en liksidig triangel,
erhélles 34,34° resp. 94,34°)

Pé en sida i en triangel ritas utat en kvadrat. Den kring kvadraten
omskrivna cirkeln delar triangelns bada andra sidor mitt itu. Be-
rdkna triangelns vinklar.

(Svar: 32,85°; 32,85°; 114,30°)

En triangel delas mitt itu av en mittpunktsnormal till en av sidorna
och i forhéllandet 1 : 2 av mittpunktsnormalen till en av de andra
sidorna. Berdkna vinklarna.

(Svar: Triangeln &r likbent; toppvinkeln &r 41,41° eller 75,52°)

I en likbent triangel 4r basen medelproportional till omskrivna cir-
kelns radie och den inskrivna cirkelns diameter. Berdkna vinklarna.
(Svar: 23,90°; 78,05°; 78,05°)

I en triangel 4r den omskrivna cirkelns radie fjarde proportional
till triangelns sidor, och den omskrivna cirkelns radie ar % av
triangelns omkrets. Visa, att sidorna bilda aritmetisk serie och
berdkna triangelns vinklar.

(Svar: 20,80°; 36,87°; 122,33°)

I en triangel bilda sidorna a, b och c aritmetisk serie. Medianen
my, ar medelproportional till a och c. Berdkna triangelns yta, d&
dess omkrets dr 12 dm.

(Svar: 2v/6 = 4,899 dm?)

I en triangel 4&r medianen fran en sidas mittpunkt medelproportio-
nal till de bada andra sidorna och dessutom vinkelrdt mot en av
dessa. Berdkna triangelns vinklar.

(Svar: 12,26°; 64,09°; 103,65°)

I en triangel 4r en vinkel 60°, och medianen till motstdende sidas
mittpunkt dr medelproportional till de 6vriga sidorna. Berdkna
triangelns vinklar.

(Svar: 22,24°; 60°; 97,76°)

En triangel har sddan form, att en cirkel gdende genom en si-
das andpunkter delar de bada andra sidorna mitt itu och sam-
tidigt dr koncentrisk med den inskrivna cirkeln. Berdkna de in-
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och omskrivna cirklarnas ytor, da den férstndmnda cirkelns yta &r
24 cm?.

(Svar: 9 cm? och 64 cm?. Den forstnimnda cirkelns radie 4r medelpropor-
tional till radierna i de in- och omskrivna cirklarna)

11



