Elementa Argéng 18, 1935

Argang 18, 1935

Forsta hiftet

725.

726.

727.

En kub &r given. Man betraktar de 24 plan, som vart och ett inne-
haller en kantlinje i kuben och mittpunkterna till tvd andra. Hur
stor del av kubens volym utgdr det ssammanhédngande omrade
kring kubens centrum, som dessa plan avgransa? X)

En kula med diametern ka, dér a &r ett positivt tal och k ett egent-
ligt brak, utfor en sinussviangning, sd att medelpunkten oscillerar
mellan punkterna (a; 0) och (—a; 0). En likadan kula svénger langs
y-axeln med samma periodtal och samma amplitud. Hur stor
maste fasforskjutningen minst vara, om kulorna skola ga fria fran
varandra? X)

Om en rorlig tangent skér tre fixa tangenter a, b, c, till en para-
beliresp. A, B, C, sa ar forhallandet AB : AC konstant. Visa med
hjdlp av denna sats (eller pa annat sitt), att styrlinjen till den para-
bel, som tangerar sidorna i en i en cirkel inskriven fyrh6rning gar
genom diagonalernas skdrningspunkt. x)

Enklare matematiska uppgifter

728.

729.

730.

731.

Los ekvationssystemet

x(y+z—-x)=18

yx+z—-y)=16

zZ(x+y-2)=10
(Svar: x, y och z dro resp. £3; +4; +5)

I en geometrisk serie dr s; = 1 och sg = 3. Berdkna sg.
(Svar: 7)

Tungan pé en svingande vagbalans vander vid delstrecken 28, 4, 25
pé skalan i tre pa varandra f6ljande svingningar. Vid vilka delstreck
kan den berdknas stanna, om de successiva svingningarna, métta
i antal skaldelar mellan vindpunkterna, antagas utgora termerna i
en geometrisk serie? Skalans nollpunkt befinner sig vid dess ena
dndpunkt.

(Svar: 15,2)

I en parallellogram ABCD bilda AB, AC, AD och BD i nundmnd
ordning geometrisk serie. Bestdm kvoten och parallellogrammens
vinklar.

(Svar: v/2; 41,41° 0.5.v.)
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732.

733.

734.

735.

736.

737.

738.

739.

740.

741.

742.

I fyrhérningen ABCD dr AB = BC = CD =1 och AABC = ,
+

A BCD =y. Visa, att fyrhorningens yta dr 2sin g -sin % -sin %

Visa, att ytan av cirkelringen mellan de in- och omskrivna cirklarna

till en regelbunden n-hoérning med sidan a 4r beroende av a, men

ejav n.
. ma?
(Svar: Ytan ar T)

I en fyrhorning &dro tre sidor lika stora. Vardera diagonalen &r lika
med den fjirde sidan, som &r 5 cm. Berdkna fyrhérningens vinklar
och yta.

(Svar: 72° 72°; 108° 108°; 11,89 cmz)

I AABC delas vinkeln A tre lika delar av héjden och medianen
fran A. Berdkna triangelns vinklar.

(Svar: 30°, 60° och 90°)

Om i en triangel sin2A-sin2B = sin? C, s4 4r triangeln likbent.
A C B
I varje triangel ABC har sin A- (tang + tan E) +sinB- (tang +

C
tan 5) ett konstant viarde. Berdkna detta.
(Svar: 2)

Sidornaien triangel dro x—1, x och x+1ldngdenheter. Den storsta
vinkeln &r dubbelt s& stor som den minsta. Berdkna x.
(Svar: x =5)

Basytan i en regelbunden pyramid &r en liksidig triangel med si-
dan 1 dm. Hojden mot en sidoyta dr 0,75 dm. Berdkna pyramidens

volym.

(Svar: é dm3)

24
I en regelbunden pyramid med kvadratisk basyta dr kantvinkeln
vid en sidokant 120°. Hur stor dr kantvinkeln vid en baskant.

(Svar: 45°)

Basytan i en pyramid &r en rektangel med sidorna 9 cm och 4 cm.
Genom en av rektangelns ldngre sidor kan ldggas ett plan, vars
skdrningslinjer med sidoytorna, tillsammans med nyssndmnda
rektangelsida bilda en halv regelbunden 6-hérning. Sidokanterna
i pyramiden dro lika l&nga. Berékna deras langd.

(Svar: 7cm)

En sfdr, som har centrum i ett hérn och gar genom fyra hérn pa en
regelbunden oktaeder, utskér pa oktaederns yta en girland av fyra
kongruenta cirkelbagar. S6k bagarnas gradtal.

(Svar: 120°)
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743.

744.

745.

746.

747.

En rét vinkel stoder med spetsen mot ett vagratt bord. Benen bilda
vinklarna © och v med bordsytan och sinu + sinv = 1. Hur stor
vinkel bildar den réta vinkelns bissektris med lodlinjen?

(Svar: 45°)

En parallellepiped begrénsas av 6 kongruenta romber med sidan
a och vinklarna 60° och 120°. Berdkna volymen.

a3\/§)
2

(Svar:

I vilken likbent triangel dr vinkeln mellan en av de lika sidorna och
medianen till den andra sa stor som mojligt?
(Svar: I den liksidiga)

Bestam vinkeln a sa, att maximivirdet av funktionen

2

Xx“cosa+ xsina +cosa

x%sina — xcosa +sina

1
(Svar: @ =90°+ n-180°)
Linjen 7x + y + 5 = 0 4r ena bissektrisen till vinklarna mellan linjen

4x—3y+10 =0 och en obekant linje, vars ekvation sdkes.
(Svar:3x+4y—-5=0)

Andra hiftet

748.

749.

750.

Pa hojden mot sidan BC i den liksidiga triangeln ABC véljes punk-
ten P inom triangeln s&, att A BPC = 180°. Sok exakta vardet pa det
forhallande, i vilket mittpunktsnormalen till AP delar omkretsen
av den kring ABC omskrivna cirkeln. X)

Vilken blir koefficienten for den term som innehéller x”, nar divi-
sionen (1 +x)?"*!: (1 - x) utfores efter stigande digniteter? (n ett
positivt helt tal) X.)

En rot till ekvationen x* — 22x2 — 48x = 23 &r r. Vilka virden har
r3—3r2—15r 32 X)

Enklare matematiska uppgifter

751.

1

+ = 3, berdkna
(x=2)2  (x-3)?

Om x; ir en rot till ekvationen

vardet av (x7 —2)(x; — 3).
(Svar: 1 eller — %)
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752,

753.

754.

755.

756.

757.

758.

759.

760.

761

For vilka virden pa a dr produkten av tva rotter till ekvationen
x*+(a-2)x3+ (a-1)x+ a+1=0lika med produkten av de bada
andra rétterna?

(Svar: 3 och %(l +5)

Visa, att i varje triangel ABC forhallandet (r, + r.) : a 4r en trigo-
nometrisk funktion av en av triangelns vinklar.

A
(Svar: cot 5)

=tan4x—tanx.

Los ekvationen — -
sindx sin2x

(Svar: +18°+ n-180° +£54° + n-180° +60°+ n - 180°)
Om sidorna i en triangel uppfylla villkoret (b — ¢®)? = a? (b + ¢?),
sa ar skillnaden mellan tva vinklar 90°.

Kring en cirkel med diametern d dr omskrivet ett likbent parallell-
trapets. Avstandet mellan cirkelns kontaktpunkter 2Ined de icke-
parallella sidorna &r a. Visa, att trapetsets yta ar = %.

I en cirkel med ytan A dr en regelbunden 2n-hérning med ytan
B inskriven. Man sitter mérke pa ett horn P och rullar sedan 2n-
horningen ldngs en rét linje [ s4, att horn efter hoérn tjdnstgér som
vridningscentrum. P borjar pa [ och rullningen fortséttes, tills P
aterkommit till /. Visa, att den yta, som inneslutes mellan P:s bana
frén begynnelse- till slutldget och linjen ! &r 2A + B. Vad erhalles,
om man later n vixa obegransat?

(Svar: 3A (cykloid))

Ombkretsen av en regelbunden nioh6rning dr O. Omkretsarna av
de 9-horningar, som de langsta, resp. kortaste diagonalerna i den
ursprungliga 9-horningen avgrinsa dro O; och O,. Visa, att O =
01+ 0.

Tva cirklar tangera varandra utantill i A. En gemensam yttre tan-
gent har kontaktpunkterna B och C. Figuren roterar kring central-
linjen, varvid bdgarna AB och AC alstra var sin kalott och BC man-
teln av en stympad kon. Visa, att denna mantelyta dr = summan
av kalottytorna.

I enromb ABCD med ledgangar i hérnen 4r sidan 8 langdenheter.
Diagonalen AC ligger pé y-axeln. Sidorna BC och DC gé genom
punkterna (2; 0) och (—2; 0) resp. Hur langt fran origo kan hornet
A avldgsna sig?

(Svar: 6v/3)

Till kurvan y = (x*> — 1)(x — a) drages tangenten i punkten (a; 0).
Denna skir y-axeln i P. Bestdm a s3, att P:s avstand till origo blir
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762.

763.

764.

765.

sé stort som majligt.
ca=+-L
(Svar:a=+ \/§)

Irektangeln ABCD 4r AB = 8cm och BC = 3cm. Bestdm en punkt
E pa CD, sé att kvoten AE : BE blir sa stor som mojligt.

(Svar: E ligger pa forlangningen av CD; CE = 1 cm. Maximiférhéllandet &r
3)

Parabeln 4y = 9 — 4x? skir positiva x-axeln i P. Bestim maximi-
langden av en korda genom P.

(Svar: 2v/2)

Hur langt avldgsnar sig kurvan y(x? + 1) = x> fran sin asymptot?
(Svar: ‘/Té)

i triangeln ABC, dar AB &r av konstant ldngd, &r AC = n- BC. Be-
stim maximivdrdet av sinus for vinkeln A; n dr ett positivt tal > 1.
(Svar: %)

Tredje hiiftet

766.

767.

768.

Linjerna [, m och n bilda en triangel med hérnen pa kurvan
y(x+1) = x. Sidorna réka x-axelni L, M och N samt y-axelniL;,
M; och Nj. Visa,att LM : MN =L M : M1 N;. X.)

Berdkna summan av serien

(sinZZa)Z . (sinz4a)2 . (sinZESa)Z .
X)

I pyramiden PABC 4r PA = a, PB = b och PC = c. Sidovinklarna
i P dro alla 60°. Berdkna avstdndet fran P till tyngdpunkten for
triangeln ABC 0.0)]

Enklare matematiska uppgifter

769.

770.

771.

6 6

Los ekvationen sin® x + cos® x = cos2x.

(Svar: n-180° +35,26°+ n-180°)

Los ekvationen cos x - cos2x-cos3x =0,25.

(Svar: £60°+ n-180°; 22,5° + n - 45°)

I en triangel ABC skir bissektrisen till vinkeln A sidan BCi D och
medianen fran A skdr BCi E. AD = DE = 4cm och AE = 6¢cm.
Bestdm triangelns sidor.

(Svar: 6\/@, 12v/12 och 24 cm)
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772,

773.

774.

775.
776.

777.

778.

779.

780.

781.

782.

I den vid A rédtvinkliga triangeln ABC raka bissektriserna till vink-
larna B och C kateterna i resp. P och Q. Visa, att cot ABPQ =

B
2+tan—.
2

Ett rektangulédrt papper, vars ldngd dr 18 cm och bredd 12 cm vikes:
ena gangen sd, att ett av papperets horn faller pa den ena kortsi-
dans mittpunkt; andra gangen s, att ett av papperets horn faller
pé den ena langsidans mittpunkt. Berdkna lingderna av de linjer,
utefter vilka vikning skett.

(Svar: 4V/10 och 153 resp.)

I triangeln ABC ar AB = AC. Pa BC uppritas en med ABC likfor-
mig triangel BCD; AD delar fyrhérningens ABCD yta i forhéllan-
det 1:2. Sok vinkeln A.

(Svar: 90° eller 41,41°)

I triangeln ABC drtanB-tanC = 2sin? A. Visa, att a* = b* + ¢*.

I samma cirkel dro inskrivna en regelbunden 6-horning, en re-
gelbunden n-hérning och en regelbunden 2n-hérning. For vilka
virden pa n giller, att s2 = sg + sgn?

(Svar: n=5)

Basytan i en pyramid med lika ldnga sidokanter &r en rektangel.
Kroppens kantvinklar ha storleken a, 8 och y. Visa, att cosa +
cos Bcosy =0, om «a &r den storsta kantvinkeln.

Radien i ett klot A dr 8 cm. Klotets volym delas i forhallandet 1: 2
av en klotyta B, som gar genom A:s centrum. Berdkna radien i
klotet B.

(Svar: 9 cm)

En triangelns tyngdpunkt ligger i punkten (1; 1). Ett horn ligger pa
x-axeln, ett pa y-axeln och det tredje pa linjen x + y = 11. Ytan &r
13,5 enheter. Angiv koordinaterna for det sistndmnda hornet.
(Svar: (4; 7); (7; 4); (10; 1); (1; 10))

Berédkna vinkeln mellan de tva linjer som ekvationen (x2+ yz) sina+
2xy = 0 representerar (—90° < a < 90°).
(Svar: 90 + a)

Till parabeln y? = 2px dragas tva tangenter. Visa, att ordinatan for
deras skidrningspunkt dr medeltalet till kontaktpunkternas ordina-
tor.

Kurvan y = a+ bx — x? skir x-axeln under 60° och y-axeln under
45°, Bestdm a och b.
(Svar: a = %; b=1)
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783. En med x-axeln parallell linje skér kurvan y = 5x? — x* i ordning i
A, B, C och D. Bestdm linjens ekvation, om BC = E
(Svar: y = 2%)

784. Péa kurvan y = x> + mx + p ligga tre punkter i rit linje. Bevisa, att
summan av deras abskissor alltid dr = 0.

Fjarde hiftet
785. Los ekvationssystemet
xXy= Z2+z
xz=y*+y
yz=x*>+x
(C.H.)
786. Vilken blir koefficienten for den term, som innehéller x"~!, nir

divisionen (1 —2x)": (1 — x)? utfores efter stigande digniteter? (n
ett positivt helt tal). X.)

787. Visa, att om ry, 1o, r3 och ry dro radier i fyra cirklar, av vilka var
och en tangerar de tre dvriga, sa dr under férutséttning att radien
réknas negativ for en cirkel, som tangeras innantill av de tre dvriga

1 1,2 1 1 1 1 1 1,2
(71‘72) —2(;+72)(73+74)+(73‘a) =0.
(Stig Comét.)

Enklare matematiska uppgifter

788. Los ekvationssystemet

1 1 1 1 1 1
X+—+—=y+—+—=z+—+—=3.
Yy z x z Xy
(Svar: Antingen é&ro alla tre = 1 eller tva av de obekanta = %, den tredje

= —3. Alla de obekanta kan dven vara = 2)

789. Om b+ c® = ac + 1, s& 4r produkten av tva rotter = 1 i ekvationen
B +ax’+bx+c=0.

790. P& en stridcka uppritas 4t samma hall, dels en kvadrat, dels en
likbent triangel. Bestdim denna triangels toppvinkel, da var och en
av de trianglar, som sidorna utskdra ur kvadraten, har samma yta
som topptriangeln.

(Svar: 32,66°)
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791.

792.

793.

794.

795.

796.

797.

798.

799.

800.

801.

802.

Basen BC itriangeln ABC delas i tre lika delar, och delningspunk-
terna forenas med A. Visa, att a? = +(b? - c?), om mellantriangelns
inskrivna cirkel &r lika stor som en av yttertrianglarnas.

1 a by (1 a b
(oG- Dpom

Visa,att(%+l—l);(l_l+%)= o2

b ¢ a b a b c¢
a, b och ¢ bilda en aritmetisk serie med differensen 1.

Sidan AC i triangeln ABC &r diameter i en cirkel, som skidr ABi D
och BCi E. Visa, att ABDE = AABC - cos? B.

OA och OB idro tva mot varandra vinkelrédta radier i en cirkel. En
med OB parallell linje skidr OA i E, cirkeln i F och den genom B
dragna tangenten i G. Figuren AEF har lika stor yta som figuren
BFG. Bestdam vinkeln AOF.

(Svar: 38,25°)

I en triangel drages tvd medianer. Dessa bilda med baserna vinklar,
som &ro lika med de triangelvinklar, fr&n vars spets de dro dragna.
Bestdm forhallandet mellan sidorna.

(Svar:1:v2:2eller1:v2:2)

I triangeln ABC &r sin B-sin(45° — C) +sinC - sin(45° — B) = 0. Visa,
att triangelns yta &r lika med kvadraten pa héjden mot sidan BC.

Den réta vinkelns bissektriskorda i den kring en ratvinklig triangel
omskrivna cirkeln delas av hypotenusan i férhéallandet 3 : 5. Be-
stam triangelns vinklar.

(Svar: 18,43° och 71,57°)

.. . . X X
Los ekvationen tan x(1 — sin x) (1 —tan 5) =2cosxtan 5
(Svar: n-360°; 216,88° + n-360°)

I den likbenta triangeln ABC &r basen BC konstant. Hojderna BD
och CE rékasi O. Bestdm vinkeln A s, att ytan av triangeln BOE
blir s& stor som mojligt.

(Svar: 51,83°)

Nar har hojdernas fotpunktstriangel i en likbent triangel med kon-
stant bas sitt storsta ytvarde?
(Svar: Toppvinkeln = 45°)

P& AB som bas ritas tva likbenta trianglar ABC och ABC), den
forra fast, den senare rorlig. Héjderna AD och AD; mot BC och
BCj dragas. Nér blir triangeln BDD; sd stor som majligt?

(Svar: AC1 = 3-AC)

3 3

Under vilka vinklar rdkas kurvorna y = x> —2x+1 och y = x° -
2x% +12

(Svar: 90° och 63,43°)
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803.

En cirkel gar genom punkten (0; b) pd y-axeln och de rorliga punk-
terna (x; 0) och (2x; 0) pa x-axeln. S6k orten for cirkelns medel-
punkt.

(Svar: Parabeln 8x2 = 9b(2 y—b))

804. Angiv orten for en punkt, som ror sig sd, att summan av dess

805.

806.

807.

808.

avstand till linjerna bx — ay = 0 och bx + ay = ab &ar lika med
avstandet fran origo till bx + ay = ab.
(Svar: Delar av linjernax=0; y=0; x=a; y = D)

Sok langderna av tva mot varandra vinkelrdta brannpunktsradier
till parabeln y? = 4ax, vilka férhalla sig till varandra som 1 : 2.
(Svar: 5a och 10a)

En cirkel med medelpunkt pa y-axeln tangerar cirkeln x? + y? = a?

och hyperbeln b?x? — a?y? = a® b*. Angiv ordinatan for tangerings-
punkterna med hyperbeln.
(Svar: 2a)

En cirkel med medelpunkten p4 y-axeln tangerar hyperbeln b?x*—
a®y? = a?b? och skiir cirkeln x> +y? = a? vinkelritt. Visa, att cirkeln
x% + y? = 3a® gar genom tangeringspunkterna

En rektangel ABCD ér given. Pa sidan AB som diameter ritas en
cirkel. P dr en rorlig punkt pa cirkeln. S6k orten f6r mittpunkten
av PD.

(Svar: En med den givna i skalan 1: 2 likstalld cirkel)



