Elementa Argéng 22, 1939

Argéng 22,1939

Forsta hiftet
1022. En korda av lingden ! ror sig i parabeln x? = 2py. Sok orten for
mittpunkten och konstruera ortkurvans maximi- och minimipunkter.
X)
1023. For vilka dndliga x-varden &r funktionsvirdet av
15 15
10g(x4 -—Xx+ —)
— 8
[
log(x4 —5x3 + E)
14 14
obestdmt, och vad blir lim f(x), d& x ndrmar sig dessa viarden?
(Stig Comét.)
1024. Om man i en kub ldgger fyra plan med samma lutning mot vertikal-

linjen genom kanterna pa kubens bottenyta och likasd behandlar
den motstdende kubsidan, s& uppstd tvenne pyramider, vilka skdra
varandra utefter en kvadrat, beldgen horisontellt och mitt emellan
de bada kubsidorna. Har bildas alltsé 9 plana ytor, ndmligen den
lilla kvadraten och 8 lika stora parallelltrapets. Ligger man hértill
de 4 trianglar, som ha till baser kubens vertikala kanter och sina
motstadende spetsar beldgna i den lilla kvadratens horn, s far man
kubens alla kanter férenade genom en kombination av 13 plana
ytor. Denna kan &skadligt framstéllas genom att i den s.k. Plateaus
vatska nedsdnka en trdidmodell av kubens kanter. — For vilket virde
pa pyramidsidornas lutningsvinkel blir summan av de 13 plana
ytorna ett minimum, och vad dr detta minimivarde? Just denna
form dr det, som i det ndrmaste realiseras av vdtskelamellerna, nir
forsoket utfores noggrant. (S. Wigert.)

Enklare matematiska uppgifter

1025.

1026.

Los ekvationen
. .3 .. 5 .7 2
sinx —5sin” x + 25sin” x — 125sin x+---:§.

(Svar: 23,58° + n-360° 156,42° + n - 360°)
r och s dro rétterna till ekvationen ax? + 2bx + ¢ = 0, varvid man

ry+a
antager r # s. Om man substituerar x = yTﬁ' dér a # r 3, erhal-
y

les en forstagradsekvation i y, vars enda 16sning ger x = s; roten
x = r erhalles ej. Varfor?
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1027.

1028.

1029.

1030.

1031.

1032.

1033.

1034.

1035.

Los ekvationen xPosa + gPlogx = 24P ; aoch b dro positiva tal, # 1.
(Svar: x = bP)

Los foljande ekvationssystem, dir a ar ett positivt tal # 1 och alla
logaritmer positiva

*loga+Yloga+“loga=9
Yloga=6-“logx

xyz=a%/a
x| val| Va
(Svar: y | Va | va )
z | Va| Va

I en cirkel drages en korda, vars ldngd = radien. Med kordan som
bas uppritas en triangel, vars spets ligger pa cirkelns periferi, och
vars yta ar % av cirkelns yta. Hur stora dro triangelns vinklar?

(Svar: 30°; 52,41°; 97,59°)

I en vid A rétvinklig triangel ABC bilda medianen och bissektrisen
mot AC en vinkel v med varandra. Bevisa, att

tanv = (tang)s.

I en triangel ABC &r vinkeln B dubbelt s& stor som vinkeln C.
Medianen mot AB &r lika stor som sidan BC. Berédkna triangelns
vinklar.

(Svar: 60,81°; 79,46°; 36,73°)

Los ekvationen tan? x + cos x = sin x + tan x.
(Svar: 45°+ n-180°; 38,17° + n-360° 141,83°+ n-360°)

En person insatte 200 kr p& en sparbanksbok den forsta i varje
manad fran den 1 jan. 1935 t.o.m. den 1 jan. 1936. Hur stor var
hans behéllning den 1 jan. 1837, da rantefoten var 3% och réntan
kapitaliserades den den 31 dec. varje ar?

(Svar: 2718,17 kr)

En fader insatte pa en sparbanksbok 100 kr &t sin son samma dag
denne foddes, ndmligen den 1 juli 1925 och sedan samma belopp
vid varje hans fédelsedag till och med den 1 juli 1935. Hur stor
var behallningen den 31 dec. 1935? Réntefoten var 3% och réntan
kapitaliserades den 31 dec. varje &r.
(Svar: 1300 kr)
Fem av en tetraeders kanter dro = a. Bestim den sjitte, om voly-
L a*V2

men dr .

12

(Svar: a eller av'2)
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1036.

1037.

1038.

Kring punkten (a; b), som ligger i 1:a kvadranten, vrider sig en rat
linje, s att dess vinkelkoefficient hela tiden ar negativ. I vilket ldge
av linjen dr det mellan koordinataxlarna beldgna styckets langd ett
minimum?

(Svar: Linjens vinkelkoefficient dr — vg )

Bestdm halvaxlarna i den storsta ellips, som kan inskrivas i en
likbent, ratvinklig triangel, vars hypotenusa = 2 A, om ellipsens
ena axel skall vara parallell med a) hypotenusan, b) ena kateten.
(Svar: Halvaxlarna &dro a) \% och é; b) Den inskrivna cirkeln)

Fran punkten P (a; b(v2 + 1)) dragas tva tangenter till ellipsen
b?x* + a’y? = a®b?. Hur stor 4r den yta, som inneslutes av tangen-
terna och den ndrmast P belidgna ellipsbagen?

(Svar: ab(v2+1-3Z))

Andra hiftet

1039.

1040.

1041.

Konstruera i ett givet cirkelsegment den storsta mojliga likbenta
triangel, da en av de lika sidorna faller utmed segmentets korda.
(S.L)

Angiv ungefdrliga utseendet av den kurva, vars ekvation (i ratvink-
liga koordinater) dr sinmx +sinny=a;, m>o0,n>0,a=0.
(Stig Comét.)

Om man framfor ett sexsiffrigt helt tal tillfogar en lamplig siffra x,
sd blir det bildade sjusiffriga talet jimnt delbart med 7. Bestdm x
och angiv det minsta och det stérsta sjusiffriga talet.

(C. A. Mebius.)

Enklare matematiska uppgifter

1042.

1043.

Los ekvationssystemet

8(x+y)(x*+y%) = 15x3 }

x?-2y°2 =x+y*+1
x| 2] -1
(Svar: A )

Sok vinkeln A1ien triangel ABC, dar

R 1+2sinB+2sinC

r 2sinB-sinC
(Svar: A =30° eller 150°)
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1044.

1045.

1046.

1047.

1048.

1049.

1050.

1051.

1052.

1053.

Los ekvationen

tan® x + tan3x(1 — 3tan? x)+ (1 +cotx)(5+6cotx)=0.

(Svar: x = 146,31°+ n-180°)

3x 1
Los ekvationen cosx-tan — = —.
2 tanx + cot2x

(Svar: £30°+ n-180° (n-360° 90° + n- 180°))
Om log v/90 = a och log /1,35 = b, vad 4r log36?
(Svar: 12a—-4b—-6)

En reguljir n-h6rning med stort antal sidor 4r inskriven i en cirkel,

o

och man vet, att cos

= 1—c, ddr c dr ett mycket litet tal. Visa att

uttrycket ) V2c ger ett nirmevérde pa talet 7, om man anvdnder
ménghoérningens omkrets som ndrmevérde pé cirkelns.

Stranderna nirmast kring en cirkelrund sjé med ytinneh&llet a m?
luta 6verallt @® mot horisontalplanet. Om vattnet stiger & m, hur
stort blir det 6versvimmade omrédet, ifall det antages ha formen

av en sfarisk zon?
2hy/ma

(Svar: =15 m?)

Mot en fast punkt P ror sig i rdtlinig bana med konstant hastighet v
m/sek en plan yta. Fran P utsdndes en partikel A och ¢ sek. senare
en annan B, vilka bada rora sig med hastigheten ¢ m/sek langs en
normal mot ytan. Sedan de aterstudsat fran denna, atervdnda de
med oféréndrad hastighet till P. Hur ménga sekunder senare 4n
Aintrédffar B i P? Av storheterna dr ¢ mycket liten och ¢ avsevart
storre dn v.

. -V
(Svar. =] I)

Vilken normal till kurvan y = x3 4r tangent till kurvan 9y? = 16x2
(Svar: x+3y=-4;x=0)

Fran vilken punkt p parabeln y? = x synes cirkeln
(x—4)2 + (y+5)? = 1 under max.- eller min.-vinkel?
6;%/ﬁ. —liz\/ﬁ))

(Svar: min. i (1; 1); max. i (

Genom punkterna A (—a; 0) och B (a; 0) dragas tvd mot varandra
vinkelrita linjer, som rékas i C. AC forldnges at C till med ett stycke
lika med k- AC. S6k orten fér den sa erhallna punkten.

(Svar: (x— ak)? + y% = a? (1 + k)?)

Till cirkeln x? + y? = r? drages den tangent fran punkten (2r; r)
som icke ar parallell med abscissaxeln. S6k orten f6r tangerings-
punkten, d& r varierar.

(Svar: Den del av linjen 3x + 4y = 0 som ligger i fjarde kvadranten)
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1054.

1055.

1056.

Till ellipsen x?+4y? = 4a? drages den tangent fran punkten (2a; 2a)

som icke dr parallell med ordinataxeln. S6k orten for tangerings-

punkten, da a varierar.

(Svar: Den del av linjen 2x + 3y = 0, som ligger i andra kvadranten)

Vilken dr orten for skdrningspunkten mellan tva tangenter till pa-

rabeln y? = 2px, om mellan tangeringspunkternas ordinator y;

och y, rader sambandet y, y, = —p??

(Svar: Styrlinjen)

Vilken &r orten for skdarningspunkten mellan tva tangenter till kur-

1

van y = Z-1 om mellan tangeringspunkternas abscissor x; och
X2 —

Xxp rader sambandet xjxy = 1?

(Svar: y = Ly

x2-1

Tredje hiftet

1057.

1058.

1059.

Om a ligger mellan —1 och +1 kan man parallellforflytta kurvan
y =sin x s4, att den hela tiden glider mot bégge grenarna av kurvan
y?=1+2acosx+a’. X.)

P dr ena dndpunkten av en parameter i ett kdgelsnitt. Tangenten
och normalen i P skéra kégelsnittets transversalaxeli T och N resp.
En genom P, T och N gédende cirkel skér kédgelsnittet under den
spetsiga vinkeln v. Vilken &r kagelsnittets excentricitet?

(Stig Comét.)

Ett klot skéres i tva delar av ett godtyckligt plan. 1:0 Bestdm sanno-
likheten f6r att ingen av delarna 4r mindre 4n brakdelen a av klotet
0<a< %). 2:0 Visa att sannolikheten f6r att ndgon av delarna ar

mindre d4n 3% av klotet 4r storre 4n % (S.L.)

Enklare matematiska uppgifter

1060.

1061.

1062.

Los ekvationen 4sin3x = 3sin4x.
(Svar: n-180° +74,08°+ n-360° +127,41°+ n-360°)
Los ekvationen 3sinax +4cosax +5sinbx = 0.

. n-:360°-53,13°, n-360°-126,87°
(Svar: a+b ’ a-b )

En strédckas projektioner pa tva av en liksidig triangels sidor dro
3 cm och 2 cm. Bestdm projektionen pa den tredje sidan.
(Svar: 1 eller 5cm)
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1063.

1064.

1065.

1066.

1067.

1068.

1069.

1070.

1071.

I en cirkel inskrives en triangel. Avstanden frdn medelpunkten till
tvd avsidorna dro 7 och 8 cm. Mellanliggande vinkel 4r 60°. Bestdm
den tredje sidans avstand fran medelpunkten.

(Svar: %g =7,506cm)

Om man i en viss rdtvinklig triangel drager radier i den inskrivna
cirkeln till kontaktpunkterna pa tva sidor, dela dessa radier triang-
elns yta i tvé lika delar. Berdkna triangelns vinklar.

(Svar: 36,87° och 53,13°)

En sfir (radie = R) skires av en cirkuldr cylinderyta, vars axel gar
genom sfarens medelpunkt. Volymen av den del av sfaren, som
ligger utanfor cylinderytan, ar en viss brakdel A av hela sfarens vo-
lym. Hur l&ng 4r den inom sfiren beldgna cylindergeneratrisen?
(Svar: 2R %)

Till kurvan y = x? dragas tangenterna i punkterna A(a; a®) och
B((a+1); (a+1)?). Dessa rakas i C. Berdkna ytan av triangeln
ABC.

(Svar: 1—16)

Fran en godtycklig punkt P pa ena grenen avkurvan xy = x> -2 kan
man draga tva tangenter PA och PB till kurvan. Visa, att x4 + xp =
0.

Visa, att ekvationen x? + 2axy + a’y? + 2bx +2aby + ¢ = 0 betyder
tva parallella rita linjer under forutsittning att b> > ¢, och bestim
dessa linjers inbordes avstand.

. b—c
(Svar: 2 a2+1)

I en ellips dr inskriven en parallellogram, vars sidor bilda de spetsi-

ga vinklarna a resp 8 med ellipsens transversalaxel. Sok ellipsens

excentricitet.

. [ cos(a+p)
(Svar: cosacosf

I en vid A ratvinklig triangel drages hojden mot hypotenusan. Me-
delpunkterna f6r de i deltrianglarna inskrivna cirklarna &ro M och
N. Deniden ursprungliga triangeln inskrivna cirkeln har medel-
punkten O. Visa, att AO = MN.

I triangeln ABC dr A =90° och B > C. En rit linje genom B skér
héjden mot hypotenusan i K, kateten AC i L och den omskrivna
cirkeln i M s4, att KL = LM. Visa, att det endast finnes en sddan
linje, for vilken L ligger mellan A och C och konstruera denna linje.
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Fjdrde hiftet

1072.

1073.

1074.

Tva réta linjer samt en punkt P dro givna. Genom P drages en
rorlig rét linje, som skér de forra i P; och P,. Genom P; och P,
dragas linjer med konstanta vinkelkoefficienter. S6k orten fér deras
skdrningspunkt. (B. Lindwall.)
En reguljér polyeder har h-sidiga horn och s-sidiga plana sidoytor;
det inskrivna klotets radie &r r. Man borrar cylindriska hal med
radien p vinkelrdtt mot alla sidoytorna in till polyederns centrum
och s, att halens axlar riktas mot centrum. Berdkna den urborrade
volymen. X.)

En triangels om- och inskrivna cirklar dro uppritade. Visa, att om
en triangel med tvd horn pa den yttre omskrives kring den inre
cirkeln, dven det tredje hornet ligger pa den yttre cirkeln.  (E. J.)

Enklare matematiska uppgifter

1075.

1076.

1077.

1078.

1079.

1080.

1081.

Om a viljes s4, att rotterna x; och x; till ekvationen 2x%+ax=2
satisfiera x? + x1 x + x5 = 3, vilket véirde har x} + x2 x3 + x5?
(Svar: 15)

Berdkna vinklarna i en triangel, i vilken inskrivna cirkelns me-
delpunkt delar en bissektris i forhallandet 2 : 1 och en annan i
forhallandet 3: 1.

(Svar: 36,87°; 53,13° och 90°)

Avstanden till en triangels horn frdn hojdernas skarningspunkt dro
28 cm, 8 cm och 8 cm. Hur stora &dro avstanden till triangelsidorna
frdn samma punkt?

(Svar: 2 och 7 cm)

Los ekvationen 2sin5x = (2sin x)°.

(Svar: n-180° £30° + n-180°)

Ifyrhérningen ABCD dr AB =5cm, BC=3cm, CD =15cm, cos B =
1 7

——ochcosC = Y Berdkna AD.

(Svar: 17 cm)

I en aritmetisk serie med obegrédnsat antal termer 4r summan av

alla termer med ensiffrigt nummer 100, summan av alla termer

med tvasiffrigt nummer 1002. Berikna summan av alla termer med

a) tresiffrigt b) n-siffrigt nummer

(Svar: a) 100% b) 1007

I ett regelbundet femsidigt horn &r varje kantlinje vinkelrdt mot

tva andra. Bestdm sidovinkeln.

(Svar: 51,83°)
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1082.

1083.

1084.

I en sexhérning ABCDEF, vars alla vinklar dro lika stora, dro sidor-
na AB, BC och AF i ordning 3a, 2a och a. Hur stora dro de 6vriga
sidorna, da ytan av triangeln DEF &r sa stor som majligt?

(Svar: CD =1,5a; DE = EF =2,5a)

Den fyrhorning, som bildas av axlarna och linjerna y = ax+ b
och 2ax + by = 3b har ett minimum. Vilka virden ha a och b, om
punkten (a; b) ligger pé den i forsta kvadranten beldgna delen av
kurvan xy+2x=9?

(Svar:a=1,b=7)

En person vixlar i Sverige A svenska kronor till danska, reser till
Danmark, viaxlar diar dessa danska kronor till svenska, atervander
till Sverige, forvandlar ddr samma svenska kronor till danska, reser
pa nytt till Danmark och fortfar som foérut. Till vilken summa i
svenskt mynt ha de ursprungliga A kronorna blivit transformerade
efter n resor 6ver sundet? Kursen &r i Sverige 100 d.kr. = s sv.kr och
i Danmark 100 sv.kr = d da.kr.

(Svar: A(%)mz, om n &r ett jamnt tal, A(10%0

(n+1)/2
7 )
udda tal)

, om n dar ett



