Elementa Argang 27, 1944

Argéng 27,1944

Forsta hiftet
1316. Ivilkaserier dro £ + 53+ 3 +-+++ 1y = (1 + fp + 3+ -+ 1,)* for alla
positiva heltalsviarden pa n? X.)
1317. Huru stora dro toppvinklarna i en regelbunden n-sidig pyramid,
om en sfdr, som tangerar alla kanterna och a) den omskrivna sfar-
en, b) en sfir, som tangerar alla ytorna, ha samma medelpunkt?
(N.].)
1318. Itriangeln ABC éra = v5—-1, h, =1 och vinkeln A = 63°. Berikna
exakta vérdet pa vinklarna B och C. X.)

Enklare matematiska uppgifter

1319.

1320.

1321.

1322,

1323.

1324.

1325.

Summan av de n forsta termerna i en viss serie kan uttryckas

genom formeln s, = Hur ménga termer skola medtagas

n
n?+1260°
for att summan skall bli sa stor som mojligt?
(Svar: 35 eller 36 termer.)

Kan en geometrisk serie med ett udda antal termer vara sa beskaf-
fad, att summan av alla termer med udda ordningsnummer blir
lika med summan av alla termer med jamnt ordningsnummer?
(Svar: Nej. Rdkningen leder endast till de oanvdndbara virdena k = £1.)

X
Los ekvationen 2sin x —sin2x = 3sin —.
(Svar: n-360° +120°+ n-720° +98,70°+ n-720°.)

I AABC 4dr AB =10 cm, AC = 17 cm och BC = 21 cm. Berdkna
det exakta védrdet pa radien i den cirkel, som tangerar triangelns
inskrivna cirkel samt sidorna AC och BC.

(Svar: 15(9—v/17) cm.)

I en romb ir en vinkel . Den vinkel, varunder en sida synes fran
motstdende sidas mittpunkt, dr v. Visa, att sina = 0,75tan v.

En fyrsidings sidor ha lingderna a, b, c och d. S6k ldngderna av de
gemensamma, yttre (mellan tangeringspunkterna raknade) tan-
genterna till de utanfér motstdende sidorna vidskrivna cirklarna.
(Svar: %(u+b+ c+d).)

Visa, att summan av % av den i enhetscirkeln inskrivna regelbund-

na n-hérningens omkrets och % av den kring samma cirkel om-
skrivna regelbundna n-hérningens omkrets ger en béttre approxi-
mation f6r 27 &n ndgondera omkretsen.
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1326.

1327.

1328.

1329.

1330.

Tva lika stora cirklar tangera varandra. Hur férhélla sig sidorna i
den rétvinkliga triangel, ddr hornen utgoras av tangeringspunkten,
den ena cirkelns centrum samt centrum for den cirkel, som tange-
rar de bada cirklarna och en gemensam yttre tangent?
(Svar:3:4:5.)

Tre lika sfirer tangera varandra tva och tva. a) Visa, att den triang-
el, dir hornen utgoras av ett centrum och centra i de sfirer, som
tangera de givna sfiarerna och vart och ett av deras gemensamma
tangentplan, dr liksidig. b) Vad &r forhéllandet mellan axel, bas-
radie och sida i den kon, som har centrum i en av de sistnimnda
sfarerna till topp och en storcirkel pa en av de forstndmnda till
bas?

(Svar:4:3:5.)

Bestdm ordinatan for skdrningspunkten mellan linjen genom (3; 5)
och (=5; —2) och linjen genom (1; 3) och (8; -5).

(Svar: 3% = +0,0000001.)

En likbent triangel ABC har vinkeln A = 105°. Koordinaterna fér A
dro (0; —2) och for B (2; 0). Berdkna de exakta vardena pa koordi-

naterna for punkten C.

(Svar: (—v/6; -2+ v/2) eller (v2; -2-v6).)

Berédkna halva storaxeln i en ellips med den givna ytan S, for vilken
produkten av parametern och excentriciten dr ett maximum.

552
(Svar: 22 J)
372

Andra hiftet

1331.

1332.

1333.

En triangels vinklar dro A, B och C. Vinklarna mellan dess medi-
aner &dro «, f och vy. Visa, att cot A+ cot B + cotC = cota +cot 8+
coty. (B-r)

En strombana har formen av en regelbunden (m + n)-hérning
ApA1...Amin-1 (m =1, n=1) med radierna till hornen inlagda.
Motstandet i varje sida &r s ohm, i varje radie r ohm. Ay och A,,
(eller A,) forbindas med var sin av en stromkéllas poler. Bestim
kombinationsmotstdndet. Hur varierar detta med m for givet m +
n=N? X)

Sok orten for inflexionspunkterna pé de tredjegradskurvor av for-
men y(ax®+ Bx +7y) = AX? + Bx + C, vilka ha en maximipunkt i
(1; 1) och en minimipunkti (-1; —1). X.)
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Enklare matematiska uppgifter

1334.

1335.

1336.

1337.

1338.

1339.

1340.

1341.

I en oédndlig geometrisk serie, vars summa dr 5%, dro de tre forsta
termerna rotter till ekvationen x3 — ax? + ax — 1 = 0. Berdkna a.
(Svar: 5% eller 3%.)

En cirkel med radien 2 cm tangerar tre av sidorna i ett likbent
parallelltrapets med hojden 4,8 cm. Den fjarde sidan, som &r en av
de parallella sidorna, har langden 2 cm. Berdkna trapetsets yta.
(Svar: 19,2cm.)

I ett parallelltrapets dro de parallella sidorna a och b (a > b), de
andra sidorna ¢ och d (¢ > d) samt diagonalerna e och f (e >
f).Visa att (2 — f2): (c> -~ d?) = (a+b) : (a— b).

En hoskord skall koras in pa kortast mojliga tid. Genom forsok har
man funnit, att tomkodrningen fran ladan till faltet tar 10 minu-
ter, att tiden for sjdlva pélastningen ar direkt proportionell mot
lassets vikt samt att tiden for n6dvéandig korning pa faltet plus
hemkdrning utgér 10 + ax + 0,00005x2 minuter, dir x ir lassets
vikt, uttryckt i kg, och a en konstant. Urlastningen tar endast 10
minuter, oberoende av lassets vikt tack vare lampliga anordningar
vid ladan. Alla lass antagas ha samma vikt. Hur stor bor denna
vara?

(Svar: 100v/60 = 775kg.)

En rorlig punkt P pé linjen x = 1 sammanbindes med origo O.
Fran P avsittes pd PO strackan PQ = 1 4t origo till. Angiv och
konstruera orten for Q.

V2x3 — x4
(Svar: y =+ x—lx (konkoid).)

Punkten P ror sig sd, att langden av strdckan OP &r 2 + 2sin v, dar
O dr origo och v vinkeln mellan OP och positiva x-axeln. Bestim
orten for P och angiv kurvans max- och min-punkter.

(Svar: En sluten kurva, symmetrisk m.a.p. y-axeln. ymax = 4 och 0, bada

f6r x = 0; Ymin = —% forx =+ ‘/Tg (kardioid).)

Vilken dr ekvationen for den storsta cirkel som tangerar ellip-
2 2

sen s + 0 1 i vertex (—a; 0) men for dvrigt ligger helt inuti

ellipsen?

2 4
c“y2 b
(Svar: (xi ;) +y%= ;.)

Pa kurvan y = x> — 3x? — x + 4 finnas tva punkter med samma ordi-
nata, i vilka kurvtangenterna &ro parallella. Bestdm dessa punkters
koordinater.

(Svar: (3;1) och (-1;1).)
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1342.

1343.

1344.

1345.

Punkten P ror sig pa den i férsta axelvinkeln liggande delen av lin-
jen y = 1. P férenas med A(v/2; 0), O(0; 0) och B(—v/2; 0). Bestdm
maximum av skillnaden A OPA—- ABPO.

(Svar: 45°.)

Mot en tangent och en normal i en punkt pé en ellips féllas nor-
malerna fran medelpunkten. Vilka vinklar bildar tangenten med
axlarna, da rektangelytan dr storst?

(Svar: 45°.)

Tangenten i en punkt pa hyperbeln b?x? — a®y? = a®b? skiir konju-
gathyperbeln i A och B. Berdkna ytan av triangeln OAB, dir O dr
origo.

(Svar: abv/2.)

Parabeln y? = 4ax och punkterna A(b; 0), B(—b; 0) &ro givna. PQ
dr en mot x-axeln vinkelrit korda. Sok orten for skdrningspunkten
mellan PA och QB.

(Svar: y2 =4ax.)

Tredje hiiftet

1346.

1347.

1348.

Man bildar punktféljden Ag, A;, A,... sdlunda: Ay, A;, Ay dro
hérnen i en ritvinklig triangel med hypotenusan Ay A;; i fortsétt-
ningen 4r A+ fotpunkten fé6r normalen mot A,_» A,,—; fran A,.
Visa, att den punkt P, mot vilken A, tenderar, ligger dar den linje,
som forenar A; med det fjairde hornet Q i rektangeln Ay A3 A2Q
skér cirkeln Ay A3 A2 Q f6ér andra gangen. (E Ehrnst.)

Fyra sfédrer tangera ett plan och varandra utantill. Om planets tan-
geringspunkter behallas, i vilket férhallande skola sfarernas radier
dndras, for att sfarerna skola rdkas i en och samma punkt? (N. J.)

En cirkel tangerar en given liksidig hyperbel och gar genom dess
centrum. SOk orten for cirkelns medelpunkt. X.)

Enklare matematiska uppgifter

1349.

1350.

1351.

Visa, att om i en triangel savél a, b och ¢ som r, r, och rj bilda
aritmetiska serier, sa dr triangeln egyptisk.

Bevisa, att for triangelstorheterna r, r,, r, och ro géller 9r < r, +
rp+re.

Visa, att ekvationen sinx + cos x + tan x + cotx = 0 saknar reella
rotter.
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1352

1353.

1354.

1355.

1356.

1357.

1358.

1359.

1360.

1361

. Itriangeln ABC dr H hojdernas skdrningspunkt. Visa, att BC +
AH = 4R?.

I triangeln ABC dr C = 90°. Bissektrisen till A skidr BC i B;. Bis-
sektrisen till vinkeln AB;C skidr AC i A;. Bissektrisen till vinkeln
B; A;C skir B C i B,. Man fortsétter pa samma sitt att draga bis-
sektriserna till vinklarna A,,_1 B, C och B, A;C. Undersok, om de
vinklar som dessa bissektriser bilda med AC och BC tendera mot
négra bestimda gransvéarden och bestdm i sa fall dessa.

(Svar: 60°.)

I en regelbunden tetraeder med kanten a ldgges genom en bas-
kant ett plan, som med basytan bildar en vinkel av 60°. Berdkna
snittytans storlek.

(Svar: %2(3\/2 —2\/5].)

Sok pa hojden i en given pyramid, vars basyta dr en n-hérning av
godtycklig form, en punkt sddan, att summan av kvadraterna pa
dess avstand till pyramidens alla horn dr ett minimum.

1.)

(Svar: Avstandet fran basytan ar "
n

Om en cirkel skdr kurvan xy = a?i punkterna (x1; y1), (xX2; ¥2),
(x3; ¥3) och (x4; y4) sa géller x;xpx3%4 = at.

Bestdm a i ekvationen y = ax® — 3x s, att kurvan tangerar y =
X+4.
(Svar: a =16/27.)

I en given cirkel med centrum O drages en fast diameter AB samt
en korda AC. Radien OD drages parallell med AC. Om A BAC <
60°, kommer en korda genom D parallell med AB att skira ACiE.
Bestdm /A BAC s4, att ytan av den figur som begrinsas av DE, EC
och bagen CD blir sé stor som mojligt.

(Svar: 36°.)

En fordnderlig parabel har sin axel utefter negativa y-axeln och
gar genom punkten (2; 3) samt skdr x-axeln i A och B. Parabelns
vertex dr C. Bestdm triangelytans ABC:s minimivirde.

(Svar: 9v/3 ytenheter.)

Den utdragna parametern i en hyperbel skir ena asymptoten i P.
En linje genom P parallell med den andra asymptoten &r normal
till hyperbeln. Berdkna dennas excentricitet.

(Svar: 4.)

. En cirkel med centrum (c; 0) gar genom parameterns dndpunkter i
parabeln y? = 4ax och skir dessutom parabeln i tva andra punkter.
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For vilket varde pa c blir dessa punkters sammanbindningslinje
diameter i cirkeln?
(Svar: c=5a.)

Fjarde hiftet

1362.

1363.

1364.

I en konvex fyrsiding kan en cirkel inskrivas. S6k relationerna mel-
lan radierna i de tolv cirklar, som tangera tre men i allménhet ej
fyra avsidorna. (N.].)

En cirkel, tva punkter P och Q, strackan k samt vinkeln « &ro givna.
Att konstruera punkterna A och B pa cirkeln s&, att AB = k och
vinkeln mellan PA och QB ér a. X.)

Konstruera ett kédgelsnitt, d& man kénner en tangent med dess
tangeringspunkt, en brannpunkt samt en punkt pa kurvan.
(C. E. Froberg.)

Enklare matematiska uppgifter

1365.

1366.

1367.

1368.
1369.

1370.

Bestdm exakta virdet av

(4— 10—2\/5)(6—2\/§+\/50—22\/§).

(Svar: 4.)

Los ekvationssystemet

x+y=2z2°
x+z=y>%
y+z=x?

Svar:x1=y1=21=0;x2=y2 =22 =2))

Visa, att ekvationen tan3 x + atan? x + btan x + a = 0 satisfieras av
tre vinklar, som kunna ingd i en och samma triangel.

A
Bevisa formeln T =ry, - 1. - tan 7

Bestdm sidan a i en triangel, dd man kdnner ytan 7, vinkeln A och
medianen m,.

(Svar: a=2y/m2 — 2T cot A.)

Medianerna mot tvé sidor i en triangel dro vinkelrdta mot varandra.
Den tredje sidan = a och motstaende vinkel = A. Visa, att triang-
elns yta ar a’tan A.
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1371.

1372,

1373.

1374.

1375.

I AABC sammanbindes A med en punkt D pa BC. Vid figurens
rotation kring AB alstra trianglarna ABD och ACD kroppat, vilkas
volymer forhalla sig som 1 : 8. Hur férhalla sig volymerna av de
kroppar, som samma trianglar alstra vid rotation kring AC?
(Svar:5:4.)

En triangel med ytan 12 enheter har sin tyngdpunkt i origo. Ena
sidan gar genom (1; %) och delas av de positiva koordinataxlarna i
tre lika delar. Bestdm det motstaende hornets koordinater.

(Svar: (—4; —3) eller (—3; -2).)

Kring en rektangel med sidorna 6 cm och 8 cm &r en cirkel omskri-
ven. Visa, att produkten av avstdnden fran en punkt pa cirkeln till
tvd motstédende sidor dr lika med produkten av avstanden till de
tva andra sidorna och dven lika med produkten av avstanden till
diagonalerna.

Upprita pa diametern AB i en cirkel med radien r en rektangel
ABCD, vars andra sida = rv/2. P ir en godtycklig punkt pa cirkeln.
PC och PD skira AB i E och F respektive. Visa, att AE? + BF? =
472,

Genom A(a; 0) och B(b; 0) dragas tvé linjer med vinkelkoefficien-
ten k och genom C(c; 0) och D(d; 0) tva linjer med vinkelkoeffici-
enten k. Visa, att diagonalerna i den erhdllna parallellogrammen
skdra x-axeln i punkter, vilkas ldgen dro oberoende av k och k;.



