Elementa Argéng 28, 1945

Argéang 28, 1945

Forsta hiftet
1376. Visa, att i varje triangel dr 27Rr <2 pz. (Gosta Danielsson.)
1377. Om fyra av sidorna i en femhorning &ro parallella med var sin av

1378.

diagonalerna, dro den éterstdende sidan och den aterstdende dia-
gonalen parallella. Visa detta och konstruera en sddan femhérning,
da tre horn &r givna. X)

I triangeln ABC é&r avstdndet mellan héjdernas skdrningspunkt
och den omskrivna cirkelns medelpunkt = d. Visa, att a® + b* +
c?+d?=9R?. (R. Ingre.)

Enklare matematiska uppgifter

1379.

1380.

1381.

1382.

1383.

1384.

1385.

Los ekvationen 4cos xcos5x = 1.
(Svar: £15°+ n-90° +60°+ n- 180°.)

Den i triangeln ABC inskrivna cirkeln tangerar sidan BCi D. Be-
u B c .. :

rikna cos 5 1 CoSs 3 dédsin \BAD:sin \DAC = f.

(Svar: /f.)

Man drager linjer parallella med sidorna a = 25cm, b = 39cm,
¢=40cm i en triangel pa avstdnden 1, 9, 14 cm resp., alla utanfor
triangeln. De sa dragna linjerna avgrédnsa en triangel. Berdkna dess

yta.
(Svar: 1872 cm?.)

En parallellogram, dir vinkeln mellan diagonalerna &r A, delas av
dessa i fyra trianglar. Kring var och en omskrives en cirkel. Cirklar-
nas medelpunkter bilda hérnpunkterna i en parallellogram. Visa,
att forhallandet mellan parallellogrammernas ytor &r 2sin? A.

Vinkeln mellan bissektrisen till vinkeln 2A i en triangel och héjden
fran samma vinkels spets &r a. Férhédllandet mellan de omskrivna
och inskrivna cirklarnas radier ar n. Visa, att

2nsin A(cosa —sin A) = 1.

I triangeln ABC &r H hojdernas skdrningspunkt. Den omskrivna
cirkelns centrum ir O. Visa, att R2 = HA-BC- HC + R-HO".
Tva kordor i en cirkel, vars radie ar r, skdra varandra under rita

vinklar i punkten P pd avstandet d fran medelpunkten. Tangenter-
na i kordornas @ndpunkter bilda en fyrhorning. Visa, att en cirkel
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1386.

1387.

1388.

1389.

kan omskrivas kring fyrhérningen och att diagonalena rékas i P.
Berdkna dven den omskrivna cirkelns radie.

VI |
r2—dz2 .

(Svar:
Mitetalen for volym, total yta och den inskrivna sfiarens radie for
ett klot, en liksidig cylinder och en liksidig kon &ro V1, V5, V3; Y1, Yo,
Y3; 11, 12, 73 respektive. Om talen i en trippel bilda en geometrisk
serie, giller detta dven f6r de bdgge andra. Specialfall: De senare
kropparna dro bada omskrivna kring klotet eller bada inskrivna
déri.

En tangent till kurvan 9x?y = 4 bildar med koordinataxlarna en
ratvinklig triangel, som tdnkes rotera kring y-axeln. Berdkna den
alstrade konens volym.

(Svar: .)

AA;, BBy, CC, dro sidokanterna i ett godtyckligt tresidigt prisma,
vars basytor ABC och A; B C) antagas vagréta. En rét linje utgar
frén laget AB och ror sig sedan horisontellt genom prismat, varvid
den glider langs AB; och BCj, sé att den slutar i laget B; C;. S6k
forhallandet mellan volymerna av de delar, vari prismat delas av
den yta, som linjen alstrar.

(Svar:1:5.)

Visa, att om de gemensamma tangenterna till ellipsen b?x?> +
a’y? = a?b? och parabeln y? = 2px bilda rit vinkel, s4 samman-
faller parabelns brannpunkt med en av brdnnpunkterna till hyper-
beln b?x? - a?y? = a® .

Andra hiftet

1390.

1391.

1392.

I en rédt stympad kon med basradierna R och r samt héjden h tdn-
kas generatriserna vara elastiska tradar. Vrides den ena bascirkeln
vinkeln v < 180° omkring konens axel, tdnjas tradarna och bilda
en hyperboloidmantel. Berdkna volymen som inneslutes mellan
denna och konmanteln. X)

Om serien Y.5° a? dr konvergent, sd 4r lim,, o, \/Lﬁ Y a, =0 (Talen
ai, az, as, ... aro reella.) (Hg.)

a) Att bestimma maximum for volymen av en cylinder, vars bas-
cirklar ligga en pd vardera av tvd givna koncentriska sfirer.

b) Att bestimma maximum f6r volymen av den 6ppna lada, som
erhélles av en given rektanguldr platta, om kvadrater utskéres ur
hérnen och kanterna sedan vikes upp.
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Vilket enkelt samband finnes mellan a) och b)?
(Gosta Danielsson.)

Enklare matematiska uppgifter

1393.

1394.

1395.

1396.

1397.

1398.

1399.

1400.

1401.

I en geometrisk serie med forsta termen 1 &r summan av termerna
med udda ordningsnummer 85 och summan av termerna med
jamnt ordningsnummer 42. Stk serien.

(Svar: 1; 2; 4; 8, 16; 32; 64.)

Visa, att ekvationen x® —3x + 1 = 0 satisfieras av x = 2sin 10° samt

berédkna ovriga rotter.

(Svar: 2sin50° och 2sin250°.)

Fran punkterna A, B och C i samma horisontalplan synes ett torn

rakt i 6ster. Toppens elevationsvinklari A, B och C forhélla sig som

1:2: 3. Bestdm toppens hojd 6ver horisontalplanet om AB = a

och BC=bh.

(Svar: 2—“b Via+bh@3Bb-a))

K (1 -sin50°)(0,5 + cos80°)
4+8sin70°

Uttryc

(Svar: sin? 20°.)

som en funktion av sin20°.

Ett regelbundet tresidigt prisma skéres av ett plan s, att snittytan
blir en likbent och rétvinklig triangel.S6k vinkeln mellan snittytan
och bottenytan.

(Svar: 54,73°.)

I ettratvinkligt koordinatsystem &ro utplacerade sex punkter: O(0; 0),
A(a; 0), B(b; 0), C(0; ¢), D(d; ¢) och E(e; ¢). Visa, att skdrnings-
punkterna mellan OD och AC, OE och BC samt AE och BD ligga
irdt linje.

Visa, att de gemensamma tangenterna till kurvorna x? + y* = 1
och y? = 4x -4 tillsammans bilda en liksidig triangel samt berékna
dennas yta.

(Svar: 3v/3 ytenheter.)

I en likbent triangel, vars bas och hjd dro lika, inskrives en ellips,
vars ena axel faller utefter h6jden. Sok ellipsens excentricitet, om
dess yta skall vara ett maximum.

(Svar: e = %.)

En korda genom ena brannpunkten i en hyperbel bildar 60° vinkel
med transversalaxeln och delas av brannpunkten i tvé delar, som
fohélla sig som 1: n. Bestdm hyperbelns excentricitet.

(Svar: e = %; n>3.)
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1402.

1403.

1404.

Fran ena dndpunkten av storaxeln i en ellips upptager den néar-
maste parametern samma synvinkel som lillaxeln sedd frdn en av
bréannpunkterna. I en annan ellips synes fran lillaxelns ena dnd-
punkt storaxeln under dubbelt sa stor synvinkel som brannpunkts-
avstandet. Vilken av ellipserna har den stérsta excentriciten?
(Svar: Den forra, som har e > %, medan den senare har e < %.)

Fran en punkt pa sidan AB i en given triangel ABC drages en
normal. Denna rékar sidan BC i D. Var skall P véljas for att ytan av
triangeln PD A skall bli ett maximum?

(Svar: Mitt pa AB.)

Vilken &r den storsta spetsiga vinkel, som medianerna mot kate-
terna i en ratvinklig triangel kunna bilda med varandra?
(Svar: 36,87°.)

Tredje hiiftet

1405.

1406.

1407.

Kurvan y = apx* + a1 x> + ap x* + az x + a, forutsittes ha tva reella
inflexionspunkter. D4 kan man pé oo’ sitt utvilja tre punkter A, B,
C pé kurvan, i vilka tangenterna dro parallella. Visa, att triangeln
ABC:s tyngdpunkt &r fix. Berstim maximivardet av dess yta. (X.)

Visa, att 2(x + y +2)3 —54xyz = ¥ (x + y + az)(x — y)? for lampligt
siffervirde pa a och cyklisk permutation av summans typterm.
(Gosta Danielsson.)

Till parabeln y = x? ritas krokningscirkeln i punkten A. Denna
cirkel skdr parabeln pa nytt i punkten B. S6k enveloppen for AB.
(C. E. Froberg.)

Enklare matematiska uppgifter

1408.

1409.

1410.

Bestam den ekvation, vars rotter &ro summan av de inverterade
virdena av rotterna till ekvationen x° + px + g = 0, tagna tva och
tva.

(Svar: q2x3 +2pqx2 + p2x -q=0)

Berdkna triangeln ABC:s vinklar, om hg: hy : he =sin2B:tanC:
sin(B + C).

(Svar: A=90° B =30°och C =60°.)

I en viss likbent triangel halverar bissektrisernas skarningspunkt
avstandet mellan medianernas skdrningspunkt och basen. S6k
triangelns vinklar.

(Svar: 78,47°, 78,47° och 23,06°.)
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1411.

1412.

1413.

1414.

1415.

1416.

1417.

1418.

I triangeln ABC dr A =90°. P dr en punkt p& AB; Rpgc : Rpac =
13:50ch rppc: rpac = 6: 5. Bestdm punkten P:s lage.
(Svar: AP:PB=5:11.)

I'triangeln ABC utdrages medianen AM. Medianen BN i triangeln
MBA skér utdragen AC i P. Bestdm forhéllandet AP : PC.
(Svar:1:2.)

Genom ett horn i en reguljér tetraeder lidgges ett plan, som tan-
gerar den inskrivna sfiren och som &r parallellt med en kant i
tetraedern. Berdkna forhéallandet mellan de delar vari tetraedern
delas av planet.

(Svar:1:8.)

Ett tangentplan till den inskrivna sfdren i en reguljér tetraeder
lagges parallellt med tva men ej med tre kanter. I vilket forhallande
delas tetraedern av planet?

(Svar: 3\/§_—4 =0,13.)

3vV3+4
I en reguljér tetraeder kan en kub inskrivas, sé att tva av kubens
horn faller pa varje sidoyta i tetraedern. Om tetraederns kant = a,
hur lang &r kubens?

La-v2)
' 2

(Svar =0,29a.)

I en regelbunden pyramid 4r bottenytan en reguljir n-hérning
med sidan a, och sidokanten har ldngden n- a. Mot vilket gransvir-
de tenderar férhallandet mellan summan av alla sidoytorna och
bottenytan for vixande n?

(Svar: 27.)

En rotationskon skéres av ett plan parallellt med ett tangentplan.
I snittet inskrives en likbent triangel, som till bas har kordan i
konens bottenyta. Hur skall kordan dragas, foér att den likbenta
triangeln skall f& sa stor yta som mojligt?

(Svar: Avstandet till medelpunkten = halva radien.)

Givet dr en rét kon, i vilken vinkeln mellan generatris och basyta
dr 30°. I konen inskrives en odndlig f6]jd av stympade koner, den
understa stdende med sin storsta basyta pa konens basyta och de
ovriga i foljd ovanpa varandra. I de stympade konerna 4r vinkeln
mellan generatris och basyta 60°, och hdjden = radien i den minsta
av dess basytor. S6k summan av alla de stympade konernas man-
telytor med den stora konens mantelyta som enhet.

3v3-4 )

(Svar:
3
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1419.

Vid segling frén A till B vid rak motvind kryssade en segelbat, dvs.
den styrde férst mot en punkt C och dérefter frdn C mot B. Dérvid
var AC = CB. S6k vinkeln mellan AC och AB, om for de vinklar det
har 4r fraga om batens hastighet kan antagas vara proportionell
mot sinus for denna vinkel och tiden for farden fran A till B skall
vara ett minimum.

(Svar: 45°.)

Fjidrde hiftet

1420.

1421.

1422.

Ett obegriansat utdraget prismas normalsnitt har formen av en
liksidig triangel. Prismat kan pa tva olika sétt skdras med plan, sa
att likbenta trianglar uppkomma. Tvé saddana trianglar antagas ha
lika stora ytor. Undersok, hur vinklarna mellan tvé sddana plan

variera. (B. Svenonius.)
. e 1 b/

Visa, att Z arctan ———— = —. (Per Olof Fréman.)
n=1 n“+n+l 4

En rymdpolygons sidor delas av ett plan i segmenten a;, by; az, by;

...; ap, by i ordning tagna. Vilken relation bestar mellan dessa
segment, om segmenten rdknas med samma tecken vid inre, med
motsatta tecken vid yttre delning. (N. Juringius.)

Enklare matematiska uppgifter

1423.

1424.

1425.

Vilken 4r summan av alla positiva egentliga brdk med tédljaren 1,
vilka kunna skrivas som &ndliga decimalbrak?
(Svar: 1,5.)

Vilken d&r summan av alla decimalbrédk mellan 0 och 1, vilkas period
borjar med forsta decimalen och omfattar ett antal siffror, som gér
jamnt upp i n?

(Svar:5-10""1-1.)

Bevisa formlerna
sin(a — b) sin(c — d) + sin(a — c¢) sin(d — b) + sin(a— d) sin(b—c) =0
och

sin(a + b) sin(a — b) sin(c + d) sin(c — d)
+sin(a + ¢) sin(a — ¢) sin(d + b) sin(d — b)
+sin(a+ d) sin(a— d) sin(b + ¢)sin(b—¢) = 0.
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1426.

1427.

1428.

1429.

1430.

1431.

1432.

1433.

Los ekvationerna

a) cos3x =cos®xcosx,

b) cos5x =cos3xcos4x,

c) cos25x = cOS7XCOS X,

2

d) cos(a+ b)xcos(a— b)x = cos® axcos? bx.

nmw nn
(Svar: a) n-90° b) n-60° n-90°% c) n-45° n-60°% d) —, 7.)
a
Visa, att i en kub varje hérn dr centrum for en vidskriven sfér till
en tetraeder, som till hérn har fyra andra av kubens horn.

Iromben ABCD &dro hornet A och den inskrivna cirkelns kontakt-
punkt E med sidan AB fasta. Sok orten for B, C och D.

(Svar: Orten &r for D en parabel med A som fokus och E som vertex, for C
parabelns styrlinje och f6r B dess axel.)

Sok orten f6r hérnen i ett likbent parallelltrapets, omskrivet kring
en cirkel, som tangerar benen i givna punkter.

(Svar: Hornen p& samma ben beskriva en och samma parabel med punk-
ten pa benet som fokus och de givna punkternas mittpunktsnormal som
styrlinje.)

Genom en godtycklig punkt p& kurvan 2y = x?>drager man en nor-
mal och avsétter pa denna inat kurvan en stracka PQ, som ar 8
langdenheter. Hur nira x-axeln kan punkten Q komma?

(Svar: Minsta avstandet &r 5,5.)

Genom punkten (—1; 1) drages en normal till kurvan (y — %)2 =

2(x+ 3). Avstdndet mellan denna normal och en med densamma
parallell parabelkorda #r v/5. Angiv kordans ekvation.
(Svar: x+2y=6.)

Man ritar ett antal ellipser Ej, E», Es,....Samtliga ellipser har origo
till medelpunkt och sina axlar utefter koordinataxlarna. For en
godtycklig ellips E,, géller, att den gar genom brannpunkterna for
E,_; och tangerar E,,_; i tva punkter. Hur ménga sadana ellipser
finnas, om ekvationen for E ér 16x% +9y? = 1442

(Svar: Antalet ellipser &dr 6 (E; t.o.m. Eg). E7 &r cirkeln X2+ y2 =1)

Tvé punkter A och B med utgangsldgena (8; 0) och (0; 2) resp. borja
i ett visst 6gonblick rora sig med samma hastighet, 2 langdenheter
per sekund. A rér sig genom forsta kvadranten utefter linjen x = 8
och B genom andra och tredje kvadranterna utefter linjen 4x —
3y+6 =0. Efter hur 1&ng tid ligga de bdda punkterna i rét linje med
origo?

(Svar: Efter 2 sek och 3% sek.)
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1434. En liksidig triangel ABC var given. I ett visst 6gonblick borjade
sidan BC véxa likformigt, s& att den for varje sekund kades med
30% av sin ursprungliga lingd. Samtidigt bérjade dven sidorna AB
och AC vixa, sd att var och en dkades per sekund med 10% av den
ursprungliga langden. Strackorna héangde hérvid ihop och bildade
en likbent triangel, sa lange detta var mojligt. Hur lange existerade
triangeln, och efter hur 1ang tid hade den uppnétt sitt maximala
ytinnehall?
(Svar: Triangeln existerade i 10 sek. Maximal yta uppnéaddes efter % (\/m +
2) = 6,48 sekunder.)



