Elementa Argéng 30, 1947

Argang 30, 1947

Forsta hiftet

1500. Om (xg; yo; zo) dr en 1osning till systemet cosx +cosy +cosz =0,
sin x+sin y+sinz = 0, s& dro (xo+0; Yo+ 20; Zo+Xo) och (2xo; 2yo; 22z0)
dven l6sningar. Visa detta utan att 16sa systemet. x)

1501. Om p &r ett primtal och m ett godtyckligt, positivt helt tal, hur
manga faktorer p finnes det dai p™!? (Per Olof Fréman.)

1502. Om en rymdpolygon beskrives i en given riktning, bildar planet ge-
nom dess i:e sida och en fix punkt vinklarna u; och v; med planet
genom sidan och féregdende resp. pafoljande horn. Storheterna u;
och v; ha samma eller skilda tecken, allteftersom foregdende och
péfoljande horn ligga pad samma sida eller olika sidor om planet
genom polygonsidan och den fixa punkten. S6k relationen mellan
dessa vinklar. (N.].)

Enklare matematiska uppgifter

1503. Los ekvationssystemet

Il
o

x+xy+y’—a
P+xy+y+a =

|
o

(Svar:x; =a,y1=-a; x2 = 3(a—1); y2 = —1(a+1)

1504. En konvergent, odndlig geometrisk serie med summan 16/15 &r
given. Mellan forsta och andra, andra och tredje, tredje och fjar-
de o.s.v termerna inskjutas nya termer. Den uppkomna talserien,
bestaende av de ursprungliga och de nya termerna, kan bildas
pé tva olika sétt, varigenom tvé olika geometriska serier uppkom-
ma, vilkas summor ha differensen 4/3. Vilken dr den ursprungliga
serien?

(Svar: 1, 1/16, 0.s.v)

1505. ABCD ir en kvadrat. Sok en punkt P i eller utom kvadratens plan,
sd beldgen att ﬁz, ﬁz, ﬁz och ﬁz bilda aritmetisk serie.
(Svar: Villkoret uppfylles av varje punkt i det normalplan mot medianen
frdn Bi AABD, som gar genom kvadratens centrum)

1506. Diametern i en cirkel med radien r delas i n lika delar, och genom
delningspunkterna dragas kordor vinkelrdtt mot diametern. S6k
summan av dessa kordors kvadrater.

. 8r2(n®-1)
(Svar: T)
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1507.

1508.

1509.

1510.

1511.
1512.

1513.

1514.

1515.

1516.

Ett 90 m djupt borrhdl skulle borras i jorden. Forsta dagen borrade
man 200, andra 198, tredje 196 cm o.s.v. i aritmetisk serie. Varje
arbetsdag var borret i verksamhet 8 effektiva timmar. Hur manga
timma refordrades for hela arbetet? Borret antages sdnka sig med
konstant hastighet under en och samma dag.

(Svar: 5383)

I en cirkel (radie r) inskrives en triangel, och i de mellan cirkeln
och triangeln beldgna tre segmenten inskrivas cirklar (radier ry, 72,
r3). Visa, attry+rp+r3<r.

I en likbent triangel inskrevs symmetriskt en kvadrat, vilkens yta
befanns vara hilften av triangelns. Sok forhallandet mellan den
likbenta triangelns bas och den hdremot dragna héjden.
(Svar:1:1)

I en cirkelsektor med medelpunktsvinkeln v < 90° kan pé tva sétt
en kvadrat inskrivas. Bestdm v for det fall, att de tva kvadraterna
aro lika stora.

(Svar: 30°)

Visa utan berdkning av termerna, att cos36° — cos72° =0, 5.

Kring triangeln ABC, dér vinkeln A = 60°, dr en cirkel omskriven.
Mittpunkten av bagen BC tages till centrum f6r en cirkel, som gar
genom B och C och skdr ABi D. Berdkna vinkeln B,om AD: DB =
1:2.

(Svar: B=19,11°)

Kring triangeln ABC omskrives en cirkel. Mittpunkten av bagen
BC tages till centrum for en cirkel genom B och C. Visa, att bis-
sektrisen till vinkeln A av sistndmnda cirkel delas i férhallandet
sin é +B) :sin(é). (B< Q).

Tva plan P och Q skéra varandra under 60° vinkel. I P &r en rét-
vinklig triangel med kateterna 3 cm och 4 cm uppritad. Den rita
vinkelns spets ligger pa planens skdrningslinje, och den storre ka-
teten bildar 30° vinkel med denna linje. Hur lang &r hypotenusans
projektion pa Q?

(Svar: +v/271+72v/3 =4,97cm eller 3,02 cm)

En rak, parallellt stympad kons basradier R och r samt héjd h. S6k
ratliniga avstandet mellan tvé punkter, en pa vardera bottenpe-
riferin, om deras vinkelavstand i vardera bottenytan fran en fix
generatris dro a och .

(Svar: \/h2 +R%+7r2-2Rrcos(a+ f))

En med x-axeln parallell linje skér i forsta axelvinkeln kurvan y =

x% i en punkt P och i andra axelvinkeln cirkeln x* + y*> = 36 i Q.
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Berdkna maximum av strackan PQ.
(Svar: v/50 enheter)

Andra hiftet

1517. Sidani en liksidig triangel dr a. Berdkna sidan i den triangel som
begridnsas av
a) de gemensamma yttre tangentena till de vidskrivna cirklarna,
b) de gemensamma kordorna till dessa cirklar och den omskriv-
na cirkeln.
Kanten i en regelbunden tetraeder ar a. Berdkna kanten till den
tetraeder som begrénsas av

c) de yttre tangentplanen till de vidskrivna sfirerna,

d) planen for sektionerna mellan dessa sfiarer och den omskriv-
na sféaren.
(N.].)
1518. Itriangeln ABC tangerar den inskrivna cirkeln resp. sidori A, By,
C;. Visa, att A_Alz, B_Blz, C_Cl2 bilda en aritmetisk serie, om h, hy,
h. gora det och vice versa. x)

1519. Visa, att om A, B och C dro vinklar i en triangel, sa galler

! + ! + 1 =2
A . B . Cc 7
l1+sin— 1+sin— 14sin—
2 2 2

(B. Svenonius.)

Enklare matematiska uppgifter

1520. Lgs ekvationen (tan x + cot x) = tan3x + cot3x.
(Svar: £28,58° + n-90°)

1521. Ien regelbunden manghorning &r sidan s, de kortaste diagonaler-
na d; och d,. Bestdm antalet sidor, om 1 = dil + diz.
(Svar: 7)

1522. Itriangeln ABC &r E en punkt pa BC. Uttryck AB, AC och AEiR,
hg och de kring deltrianglarna ABE och ACE omskrivna cirklarnas
radier R; och R,.

(Svar: AB = /2B o= | [2RRoly yp - | [2R Boha,
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1523.

1524.

1525.

1526.

1527.

1528.

1529.

1530.

1531.

I triangeln ABC, ddar AB = AC och h, = a, ligger A i punkten
(—3; 3) samt hojdernas skdrningspunkt i origo. Bestdm sidornas
ekvationer.

(Svar: x+3y-6=0,x-y-6=0,3x+y+6=0)

P& en ratvinklig triangels sidor uppritas utat eller inét likformiga
och likstillda figurer. Deras tyngdpunkter d4ro horn i en ny triang-
el. Visa, att dess tyngdpunkt sammanfaller med den ratvinkliga
triangelns.

En triangel har sina hérn i (0; 0), (3; 0), (0; 4). Bestdm ekvationen for
den cirkel, som gar genom de vidskrivna cirklarnas medelpunkter.
(Svar: (x—2)2 + (y —3)% = 25)

Fran en punkt P pd linjen x + y = 2 dragas tangenterna till cirkeln
x%+y? = 1. Sok orten for tangentkordans mittpunkt, d& P beskriver
linjen.

(Svar: 2x2 +2y2 -x—-y=0)

Sok ekvationerna f6r de gemensamma tangenterna till kurvorna
y:x3 0chy=2+(x—2)3.

(Svar: 9x—9y+2v3=0,3x—y-2=0,3x—4y+1=0)

Bestiam konstanterna a och b s, att kurvorna y = ax®+bx och y =
bx3+ax skira varandra under rit vinkel i alla skdrningspunkterna.

(Svar: a = i#, b= i%ﬁ med villkoret ab = —1)

Fran en punkt P pa positiva x-axeln drages till kurvan y = x? tan-
genten PT (ej sammanfallande med x-axeln) och normalen PN.
Bestdm P s3, att vinkeln TP N blir sé liten som mojligt.

(Svar: (%; 0))

I en cirkel med radien r drages en korda, och med denna som
diameter ritas en cirkel. Hur skall kordan dragas, fér att denna
cirkel med sin yttersta punkt skall na sd 1dngt som mojligt fran den
givna cirkelns centrum?

(Svar: r\/i)

En kropp F ror sig med hastigheten 1,25 v i en cirkel med medel-
punkten O, dédr A och B éro tva diametralt motsatta punkter. I tatt
liggande punkter pé cirkeln utsdnder F, som ror sig frdn A mot
B, en kort signal, som fortplantar sig rétlinigt &t alla hall med has-
tigheten v. Signalernas ankomsttider registreras i B. En av dessa
signaler intréffar i B senare 4n de 6vriga. I vilken punkt befann sig
F, d& denna signal utséandes?

(Svar: Vinkeln BOP = 73,7°)
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Tredje hiiftet

1532.

1533.

1534.

Vilken dr orten for radikalcentrum (radikalaxlarnas skdrnings-
punkt) till 3 cirklar med fixa medelpunkter och varierande, propor-
tionella radier? (N.J].)

Tva cirklar 4ro givna, den ena omslutande den andra. Fran en
rorlig punkt A pa den yttre cirkeln dragas tvé tangenter till den
inre. Tangenterna skira den forstndmnda i B och C. S6k
a) orten for tangentkordans mittpunkt samt
b) orten fér medelpunkten till den i triangeln ABC inskrivna
cirkeln.
Néar sammanfalla dessa bagge orter? (L. Sandgren.)

Ienregelbunden 11-horning AgA; ... Ajp, inskriven i en cirkel med
radien R och centrum O, placeras lika massor i A;, A3, As, As, Ag.
Var ligger deras tyngdpunkt? Hur dro de fem hérnen valda? (X))

Enklare matematiska uppgifter

1535.

1536.

1537.

1538.

1539.

1540.

1541.

Medianen i en triangel delar en vinkel i tvd delar ¢ och . En
viss av triangelns 6vriga vinklar dr y. Visa, att vid lampligt val av
beteckningar cos(a + ) cos(a + ) = cos(f + 7).

Fran en punkt P drages tangenten PT till en cirkel med cent-
rum O; PO rékar foérlangd cirkeln i A. Om A APT = 2v, bestim
tan/\ TAP.

(Svar: (1 —tanv): (1+tanv))

En fyrhérning med vinkelrata diagonaler har i ordning sidorna a,
b, c, d. Visa, att a® + c¢® = b? + d?. Bevisa @ven satsens omvindning.

Los ekvationen sin5x + sin4x + sin3x +sin2x + sinx = 0.
(Svar: n-60°% +72°+ n-360° +144°+ n-360°)

For vilka spetsiga eller trubbiga vinklar géller olikheten 2 cos x <
cos2x < cosx?
(Svar: 111,47° < x < 120°)

De genom punkterna A och B pa kurvan y = x> — ax drgana nor-

malerna dro parallella med kurvans tangent i origo. Bestdm a s4,
att linjen AB far ekvationen 3y = x.
(Svar: a=0,5)

Visa, att kurvan 60y = 25x>—3x5 har tva parallella dubbeltangenter
med vinkelkoefficienten 25 : 36.
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1542. Fran en punkt kan som bekant hogst tre normaler dragas till en
parabel. Sok orten for de punkter, for vilka atminstone tva av nor-
malerna till parabeln y? = 2px sammanfalla.

(Svar: 8(x — p)3 = 27py2)

1543. Fran ena dndpunkten av en korda i en cirkel falles normalen mot
tangenten i den andra. S6k maximum for ytan av den erhallna
triangeln. Radien =r.

(Svar: #g)

1544. Genom tva av skdrningspunkterna mellan en parabel och en cirkel
som gar genom fokus dragas tangenterna till parabeln. Visa, att
den omskrivna cirkelns centrum i den av tangenterna och tangent-
kordan bildade triangeln ligger pa den givna cirkeln.

Fjidrde hiftet

1545. Om x, y och z &ro positiva tal, finnes ingen triangel, vars sidor ha
lingderna (1+ x%)(y — 2)%,(1+ y*)(z— x)? och (1 + 2%) (x — y)?. (X))

1546. Man uppritar de parabelbagar som tangera en triangels sidor tva
och tva i sidornas icke gemensamma dndpunkter. Dessa bagar
uppdela triangelns inre i sju omraden. Sok forhallandena mellan
dessa omradens areor. X)

1547. En rét linje genom en tetraeders tyngdpunkt T skir sidoytorna
eller deras forlingningar. Tag T som origo och infor en positiv
riktning pa linjen. Om koordinaterna for skdarningspunkterna dro
X1, X2, X3 och x4 sa géller

1 1 1 1

—+ —+—+—=0.
X1 X2 X3 X4

(N.J.)

Enklare matematiska uppgifter

1548. Los systemet yz=ax+b,zx=ay+b, xy=az+b.
2 2
(Svarrxi=y1=a1=4+\ G +bx=yp=n=5-\/4+bx=a-
%,y3:Z3:—a;x4:—a,y4:a—%,Z4:—a;x5:y5:—a,Z5:a—%)

1549. Los ekvationen 1: (2sinx—1) =1+2sin3x.
(Svar: 45°+n-90°, 54°+n-360°, 126°+ n-360°, 198°+ n-360°, 342°+ n-360°)
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1550.

1551.

1552.

1553.

1554.

1555.

1556.

1557.

1558.

I ett parallelltrapets 4r den ena basen dubbelt sa stor som den
andra. I trapetset kunna inpassas tvd med baserna parallella linjer,
som delas i tre lika delar av trapetsets diagonaler. Hur ménga pro-
cent av trapetsets yta ligger mellan dessa linjer?

(Svar: 27%)

I en cirkel med radien R &r inskriven en triangel ABC med ytan T.
Hojden AA; drages, och normalerna A; P mot AC och A;Q mot
AB fillas. Berdkna PQ.

(Svar: T: R)

Linjerna y = kx+1, y = kx+l+a, y = (k+c)x+m, y = (k+c)x+m+b
bilda en parallellogram. Berdkna dess yta.

4l
I triangeln ABC dr M mittpunkten av sidan AB. Triangeln MBC
vrides 90° kring M till l4get MC, B;, varvid C — C; och B — B;.
Visa, att mittpunkterna av sidorna i fyrhérningen ACC) B; utgora
hérnen i en kvadrat.

(Svar:

O dr origo i ett ratvinkligt axelsystem och A den punkt pé x-axeln,
vars x-koordinat dr 6; B dr en punkt pé 3 enheters avstdnd fran
origo. Man uppritar den cirkel genom O och A som tangerar OB
och den cirkel genom O och B som tangerar OA. Dessa cirklar
rékas utomi O dven i C. Sok orten fér denna punkt, ndar OB vrider
sig kring O.

(Svar: Cirkeln (x + 2)2 + y2 =16)

Linjerna AB, BC och CA tangera en parabel med brannpunkten
F och styrlinjen s. Linjen genom A parallell med BC skir si A,
linjen genom B parallell med CA skér si B; och linjen genom C
parallell med AB skér si C;. Man konsturerar Ay, By, C» s&, att A
ar mittpunkt till A; Ay, B till By B, och C till C, C,. Visa, att Az, By,
C, och F ligga i rét linje.

Sok orten for skdrningspunkten mellan de tangenter till kurvorna
y2 =(x+1)% och y2 = (x—1)3, som ha vinkelkoefficienterna k resp.
—k, nér k varierar.

(Svar: 4y? = 27x)

S6k ekvationerna for de tangenter till kurvan y(x? + x+1) = x> +1
som ga genom maximipunkten.

(Svar: y=2;x+y=1,x-3y=-7)

Fyrhérningen ABCD ér inskriven i en given cirkel. Sidorna AB och
CD iér lika stora. Diagonalen AC &r d. Sok maximum av fyrhor-
ningens yta.

(Svar: d? :2)



