Elementa Argéng 34, 1951

Argéng 34,1951

Forsta hiftet
1739. Ivarje triangel dr abc:r=a®:r,+ b3 :rp+c3:re. X)
1740. Ivarje triangel 4r ¥ (1 + cos A)%(1 — cos A) < [](1 + cos A). X.)

1741. Sidorna AC och BC itriangeln ABC tangera den inskrivna cirkeln
i D resp. E och den utanfor sidan AB vidskrivna cirkeln i F resp. G.
Visa, att linjerna DG och EF skdra varandra inuti triangeln ABC,
och att DG delar AB som EF delar BA samt att AB halverar DG
endast om AC = BC. (N.].)

Enklare matematiska uppgifter

1742. Ienritvinklig triangel dr den linje som forenar tyngdpunkten med
den inskrivna cirkelns medelpunkt parallell med den ena kateten.
Visa, att triangeln dr egyptisk.

1743. Ivilka fyrhérningar rdkas diagonalerna och de linjer som férena
motstdende sidors mittpunkter i en punkt?
(Svar: Endast, om fyrhorningen &r en parallellogram.)

1744. Hur forhalla sig sidorna till varandra i en triangel, som begriansas
av en halvcirkels radier till inskrivna kvadratens hérn pa bagen,
den ena f6érldngd, och dess tangent i det ena hérnet?

(Svar:5:4:3.)

1745. 1vilka trianglar &r B — C = 20° och b? — ¢ = a? : 22
(Svar: A =43,16° B =78,42° C =58,42° eller A =136,84° B=31,58°% C =
11,58°)

1746. Ien parallellt stympad pyramid ha basytorna en sammanlagd yta
av5dm?. Det plan, som gar mitt emellan basplanen, gor ett snitt
i pyramiden, som har ytan 2,25 dm?. Bestim pyramidens volym,
om hojden ar 3 dm.
(Svar: 7dm?3.)

1747. Tva (icke nodvindigt cirkuldra) koner med h6jderna a och b (a > b)
std pa samma basyta och &dro vdnda at samma héll (den mindre
inuti den storre). Ett med basplanet parallellt plan, som gér pa av-
standet x fran detta, utskir en sluten kurva i vardera konmanteln.
Visa, att den mellan dessa kurvor liggande ringen har maximiyta,
nirl:x=1:a+1:b.

1748. Tva klotytor med radierna 4 och 3 dm tangera varandra innantill i
A. Berdkna radien i den klotyta med centrum i A som delar mel-
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lanrummet mellan de tva férstndmnda i tva volymlika delar.
(Svar: 2v/74 ~ 5,87 dm.)

1749. Vilka kurvor avtypen 2y = x3+ax?+bx ga genom (1; 2) och tangera
x-axeln?
(Svar: 2y = 23 +3x% 2y= 2 +2x% +x; 2y= x3—6x%+9x.)

1750. Berdkna abskissan for héjdernas skdrningspunkt i den triangel,
som bildas av linjerna x + ky + k> =0, x+ Iy + 1> =0 och x + my +
m? =0.
(Svar: -1.)

1751. Uttryck derivatan av x+3cot ¥ —cot® £ i cot £.
(Svar: cot* §.)

Andra hiftet

1752. Tva klot med radierna a och b ligga utanfér varandra. For att en
linje skall kunna tangera klotytorna i A och B méste dessa punkter
tillhora vissa omraden pa respktive klot. Vilka dro dessa och hur
forhalla sig deras ytor? 0.0)]

1753. Om axeln i en homogen sférisk sektor, upphidngd i en punkt av
“kantcirkeln”, stéller sig vagrit, vilken dr sektorns medelpunktsvinkel?
(N.J)

1754. Sok orten for punkter sa beldgna, att av de normaler, som frdn dem
kunna dragas till parabeln y? = 4ax, en &r bissektris till vinkeln
mellan de bada andra. (I Gunsjé.)

Enklare matematiska uppgifter

1755. Man bildar par av hela positiva tal s beskaffade, att kvadraten pa
det storre talet i paret dr lika med kuben pa det mindre talet. Hur
manga saddana par finnas i talomrédet 1000-100000?

(Svar: 15.)

1756. For uppritning av en viss oregelbunden n-hérning maste 31 be-
stdmningselement vara givna. Berdkna 7.
(Svar: 17.)

1757. Tre positiva tal bilda en aritmetisk serie. Deras summa ar 99, deras
storsta gemensamma divisor dr 3 och minsta gemensamma divi-
dend 3465. Vilka dro talen?

(Svar: 21, 33 och 45.)
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1758.

1759.

1760.

1761.

1762.

1763.

1764.

Under sista kriget har man ibland praktiserat foljande metod for
att spara cigarretter. Man roker 2/3 av varje cigarrett. Av stumparna
gbr man nya cigarretter med tobaken fran tre stumpar i varje. Hur
manga cigarretter méste man minst forfoga 6ver fran borjan for att
pé detta sitt kunna roka tre cigarretter dagligen under en manad
pé 28 dagar?

(Svar: 57 st.)

I en plan skidrm finnes en kvadratisk spalt ABCD med sidan a. Pa
forlangningen av diagonalen CA 4t A till &r en punkt E sd belédgen,
att AE = av/2. En i kvadratens plan kring E vridbar, plan ogenom-
skinlig skdrm &r forsedd med en ritlinig rand, riktad genom E och
storre 4n 2av/2, som i utgangsléget 4r parallell med AD. Genom att
vrida denna skidrm en vinkel v frdn utgangsldget kan spalten helt
eller delvis tdackas. Angiv den obetéckta spaltytan som funktion av
v.

(Svar: a? (3—2tanv—0,5cot UJ for0,5 < tan v < 1 och a? (2cotv+0,5tan v—
2)forl<tanv <2.)

I en amperemeter var visarens vridningsvinkel (rdknad fran noll-
laget) proportionell mot stromstyrkan. Den fran 0 till 20 A grade-
rade skalan utgjordes av en cirkelkvadrant. Om man hade indelat
denna béges korda i lika stora delar fran 0 till 20, hade man fatt
en skala, oriktig 6verallt utom i tre punkter. (Avlasningen tdnkes
ske pé skdarningspunkten mellan kordan och den tunna visaren.)
Antag, att visaren gor ett utslag pa a radianer. Hur stor 4r differen-
sen mellan den pé kordan och den pa bagen avldsta stromstyrkan?
For vilket vérde blir differensen ett maximum? For vilken verklig
stromstyrka ger en avldsning pa kordan det storsta felet?

(Svar: 20sina/ (sina +cos a) —40a /7. Ur ekvationen sin2a = 0,507 —2) fas
a1 =17,4° och ap = 72,6°. For 3,87 och 16,13 A.)

En halvcirkel med diametern AB =2 cm &r given. Genom bagens
mittpunkt M drages en linje, som skédr ABi C, sa att ZMCB = 60°.
Sok radierna i de tvé cirklar, som tangera AB, MC och béagen.
(Svar: (3v2—4) cm och v2 cm.)

Uttryck i grader den vinkel, x radianer,for vilken sin(sin x) = 0, 5.
(Svar: 13,57° och 148,43° + n-360°.)

Angiv ekvationerna for de linjer genom (—1; 3) som med linjen
x—3y =1 bilda likbenta trianglar.

(Svar:3x+y =0, x+2y-5=0;2x-y+5=0.)

Linjen x—3y = 0 vrides kring origo 45° i negativ led, varvid punkten
P(3; 1) intar ett nytt ldge Q. Angiv koordinaterna for Q.

(Svar: (2\/5; —\/E). )
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Tredje hiiftet

1765.

1766.

1767.

P r en punkt inom triangeln ABC, sé vald att a®- AP~ = b?-BP +
c? ‘ﬁz. Uttryck vinkeln BPC ivinkeln A (A <90°). X.)

I triangeln ABC dragas bissektriserna AD och BE. Visa, att stréc-
kan DE till sin storlek ligger mellan AE och BD och att den &r
lika med en av dem (och da med bada) endast om AC och BC &dro
lika. (N.].)

En gemensam tangent till en triangels omskrivna cirkel och en vid-
skriven cirkel tangerar den férra i A, den senare i B. Tangenten till
den vidskrivna cirkeln i den skdrningspunkt med den omskrivna,
som ligger ndrmast den gemensamma tangenten, skir dennai S.
Berdkna AS: SB. x)

Enklare matematiska uppgifter

1768.

1769.

1770.

1771.

1772,

1773.

I en aritmetisk serie &r summan av de p forsta termerna p enheter
mindre dn dn summan av de p darpa foljande. Hur mycket dr
summan av de n forsta termerna mindre dn summan av de n
dérpa foljande?

(Svar: n?: p.)

Vinkelkoefficienterna for de frén ett triangelhorn utgdende sidorna
och medianen &ro i ndmnd ordning %, 1, och % Bestdm triangelns
vinklar.

(Svar: 18,44°, 26,56° och 135°.)

Om en transversal skédr sidorna AB och AC itriangeln ABC s3, att
den avskurna triangelns omkrets och yta dro resp. % och % avmot-
svarande storheter hos den givna triangeln, s dr transversalens
langd # -p+ 5 -(a-p).Visa detta.

I en triangel dela de linjer, som frdn den omskrivna cirkelns me-
delpunkt dragas till triangelns horn, triangelytan i tre delar, vilka
forhalla sig som 3 :4: 5. Bestdm triangelns vinklar.

(Svar: 45°, 63,44° och 71,56°.)

I en spetsvinklig triangel dela de linjer, som frdn den omskrivna
cirkelns medelpunkt dragas till triangelns horn, triangelytan i tre
delar, vilka forhalla sig som de positiva talen m : n : p. Bestdim
forhéllandet mellan triangelns sidor.

(Svar: /m(—=m+n+p):y/nim—n+p):\/p(m+n-p).)

Los ekvationen sin2x + tan x = 2.
(Svar: 45° + n-180°.)
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1774.

1775.

1776.

1777.

1778.

1779.

I en liksidig kon med bottenradien r inskrives en rak cylinder
och ddrovan ett klot, vilket senare alltsa dr inskrivet i toppkonen.
Bestdm cylinderns bottenradie, om summan av cylinderns och
klotets volymer skall bli s& stor som moijligt.

(Svar: % r.)

I en rak kon med bottenradien r inskrives en rak cylinder och
ytterligare en cylinder stdende pa den forra. Hur stora bottenradier
skola cylindrarna ha, om summan av deras volymer skall bli ett
maximum?

(Svar: %r och %r.)

Triangeln ABC har sidan BC:s mittpunkt i (4; 0) och tyngdpunk-
ten pd x-axeln. P4 sidan AB &r punkten D (0; 2) sa belédgen, att
AD : DB = 2: 1. Triangelytan &r 30 ytenheter. Bestdm hornens
koordinater.

(Svar: (-6; 0), (3; 3), (5; —3) eller (14; 0), (=7; 3), (15; —3).)

En triangels tyngdpunkt ligger i (4; —2). En sida, som &r 10 langd-
enheter, faller pd linjen 3x —4y + 21 = 0. Bestdm triangelytan.
(Svar: 75 ytenheter.)

De for hyperblerna b?>x? — a?y? = +a®b? och cirkeln x? + y? = a?
gemensamma punkterna utgéra hérn i en regelbunden sexhor-
ning. Bestdm hyperblernas excentriciter.

(Svar: %\/E och %\/2_4)

Man har x,/y + y = 1. Uttryck y' i x.

(Svar: x — (x2 +2):vVx2+4)

Fjarde hiftet

1780.

1781.

1782.

Sok enveloppen for styrlinjen till en parabel, som gar genom en
given punkt och tangerar en given linje i en given punkt. x)

En regelbunden dodekaeder och en regelbunden ikosaeder ha
lika stora totala ytor. Berdkna forhallandet mellan ytorna av deras
ratvinkliga projektioner, da strélarna i bagge fallen dr parallella
med en huvuddiagonal. x)

Berdkna exakta vdrdet av ytan till en triangel, vars horn dela en-
hetscirkelns omkrets i forhallandet 1:3:9. (N.].)

Enklare matematiska uppgifter
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1783.

1784.

1785.

1786.

1787.

1788.

1789.

1790.

I en oédndlig konvergent geometrisk serie dr produkten av de tre
forsta termerna 1. Vilket dr det minsta vérde seriens summa kan
antaga?

(Svar: 4.)

I triangeln ABC é&r vinkeln A dubbelt sa stor som vinkeln B. Pa
AB tages punkten D s, att AD : DB = 1: 3. Bestdm vinklarna i
triangeln ABC, om triangeln BDC &r likformig med denna.

(Svar: 30°, 60° och 90°.)

I triangeln ABC drages medianen BM. Berédkna triangelns vinklar,
om vinkeln C dr dubbelt sa stor som vinkeln A och vinkeln BM A
ar tre ganger sa stor som vinkeln A.

(Svar: 39,03°, 62,91° och 78,06°.)

Visa, att (1 +sin? x + cos® x) : (1 + sin® x + cos® x) har samma virde
for alla x.

En triangel ABC har ytan T och omkretsen 2p. Genom punkterna
(a; 0), (b; 0) och (c; 0) i ett rdtvinkligt koordinatsystem dragas lin-
jer med vinkelkoefficienterna tan %A, tan %B och tan % C. Visa, att
dessa linjer rakas i samma punkt. Bestim dennas koordinater.
(Svar: (p; r).)

Ett regelbundet tresidigt prisma har sina basytor i en klotskivas
plana ytor, som befinna sig pd var sin sida om klotets medelpunkt,
den ena dubbelt s langt fran medelpunkten som den andra. Pris-
mats ena basyta dr inskriven i den mindre av klotskivans plana ytor.
Sok forhéllandet mellan prismats h6jd och baskant, da prismats
volym &r sé& stor som moijligt.

(Svar: v6:4.)

I en rak cirkuldr kon inskrives ett klot. Ett andra klot placeras ovan-
pa det forsta, sa att det tangerar konens mantel och det forsta
klotet. Ett tredje klot placeras pa samma sétt ovanpa det andra
osv. i odndlighet. Bestdm exakta virdet av sinus fér konens halva
toppvinkel. om summan av alla klotens volymer dr 8 ganger sé stor
som det forsta klotets volym.

(Svar: (2-V/7): (2+ V7))

I triangeln ABC &ro vinklarna A och B resp 60° och 90° samt sidan
BC = a. Pa sidorna AB, BC och CA tagas punkterna P, Q och R
resp., s att triangeln PQR blir liksidig. Sok forhallandet mellan
ytorna av trianglarna PQR och ABC som en funktion av BQ(= x).
Undersok funktionen med angivande av eventuella maxima och
minima. Ange dven de grianser mellan vilka PQ kan variera.

(Svar: y = (7x% —4ax+a?) : 2a%. Minimum &r % for x = %a; a:VvV7=PQ=s

a:\/§.)



Elementa Argéng 34, 1951

1791.

1792,

Genom origo O drages en variabel korda OA i kurvan y = x?. Tan-
genteni P dr parallell med OA och skér koordinataxlarnai B och C.
Visa, att forhallandet mellan ytorna av trianglarna OAP och OBC
ar oberoende av punkten A:s lige.

I punkten A (1; 1) pa kurvan y = x? dragas tangenten och norma-
len. Den senare linjen skér kurvan i P. Tangenten och normalen i
P skidra den forstndimnda tangenten i B och C. Visa, att AB = AC.



