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Argang 35, 1952

Forsta hiftet

1793.

1794.

1795.

I en cirkel med centrum O och radien R 4r inskriven en spetsvink-
lig triangel ABC, vars hojder rdkas i H. Bestim maximum och
minimum f6r summan av PO och PH, nir punkten P genomloper
triangelns omkrets. X.)

Tva klot, vilkas radier dro en langdenhet, tangera varandra. A;
och B; betyda punkter pa resp. ytor. A1B;, B1Az, A2By, By As,
..., ByAy41 dro gemensamma tangenter. Berdkna deras langd,
d& A,+; sammanfaller med Aj, utan att detta intraffat tidigare:

n=34,... X)

Om motstaende sidoytor i en oktaeder dro parvis parallella, sa
dro de parvis kongruenta och diagonalerna dela varandra mitt itu.
Betecknar T arean av en sidoyta och P arean av ett snitt genom
tva diagonaler, sd 4r2Y. T2 = ¥ P2, (N.J].)

Enklare matematiska uppgifter

1796.

1797.

1798.

1799.

I en liksidig triangel &r ett parallelltrapets ABCD inskrivet, s att
AB, som dr en av de parallella sidorna, ligger utmed en triangelsida.
Den sistndmnda, trapetsets hjd, sidorna CD och AB bildai denna
ordning en geometrisk serie. Sok férhallandet mellan trapetsets
och triangelns ytor.

(Svar: (6+2v/3):27.)

I parallelltrapetset PQA; By ar PQ =2a, QA; = A; B = a och vink-
larna Q och A; bada 90°. P sidan P B, uppritas utét parallelltra-
petset PB; A B, likformigt med det férstndmnda, sé att PB; blir
den léangsta sidan och vinklarna PB; A, och A, bada 90°. Pa sidan
PB; uppritas sedan pd samma sitt nédsta parallelltrapets osv.,, tills
en sida PBg kommer att ligga utmed PQ. Bestdm ldngden av den
brutna linjen QA1B; A2B> ... AgBgQ.

(Svar: 15a(3 + v/2): 8.)

Ekvationen sin2x + acot x = 0, 25 satisfieras av tva vinklar, vilkas
skillnad dr 90°. Bestdm a och dessa vinklar.

(Svar: a1 = -2+ V3): 4, X1 =52,5°+n-90% ap=-(2- V3): 4, X2 =
82,5°+n-90°.)

Fran hornet Ai en liksidig triangel ABC i rymden drages en linje
AL, som med AB bildar en vinkel 30° och med AC en vinkel 60°.
Hur stor vinkel (x) gér AL med BC? Vad blir resultatet om vinklarna
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1800.

1801.

1802.

1803.

1804.

1805.

1806.

dro B och y?
(Svar: 68,53°, cosx = |cos —cosy|.)

En sférs yta delas av tre parallella plan i delar, som i ordning forhél-
lasigsom 1:2:3:4. Angiv férhallandet mellan delarnas volymer.
(Svar: 7:47:108:88.)

En korda delar en cirkel (radie= r) i tvd segment. I vartdera in-
skrives en kvadrat med tv& horn pd kordan och tva pé cirkeln. Sok
summan (y) av dessa kvadraters ytor som funktion av kordans
avstand fran cirkelns medelpunkt.

(Svar: y = 0,32(3x2 + 5r2); 0<x<r: \/5.)

Ett parallelltrapets med konstant yta (B) och den storre av de pa-
rallella sidorna = a roterar kring denna. Bestdm rotationskroppens
volym (V) som funktion av trapetsets h6jd (x) och atergiv variatio-
neniett diagram.

(Svar: V = in(4Bx—ax?); B:a<x<2B:a)

Kurvorna y = 9ax® + 2bx och y = bx? + ax + 5 ha maximum eller
minimum i en gemensam punkt. Bestdm a och b samt upprita
kurvorna.

(Svar: a = —6, b = 9. Den forra har ett maximum, den senare ett minimum
i punkten (%; 4))

En rak cirkuldr cylinder har bottenperiferierna pa var sitt av tva
varandra tangerande klot med radien r. Bestdm det storsta virde
cylinderns mantelyta kan antaga.

(Svar: 377%+/3))

En triangel har ett h6rn A i origo, ett annat B i punkten (1; 1) och
sidan AC utmed x-axeln. Sok orten for skdrningspunkten P mellan
mittpunktsnormalen till sidan AC och bissektrisen till vinkeln
ABC.

(Svar: Den undre grenen av den liksidiga hyperbeln x? — y2 —2xy +2y = 0.
Geometriskt: Bissektriserna till ZAPB och dess yttervinkel dro parallella
med bissektriserna till ZBAC, som é&ro fixa.)

En punkt A pa kurvan y = ax® + bx, dir konstanterna a och b
ha olika tecken och |b| > v/3, sammanbindes med origo O. Strac-
kan OA har nollvirde, maximivarde och minimivarde, da vinkeln
mellan OA och x-axeln drresp. a, B, y. Visaatta = f+7.
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Andra hiftet

1807.

1808.

1809.

I'triangeln ABC &r vinkeln B dubbelt sa stor som vinkeln C och me-
dianen AB lika stor som sidan BC. Att konstruera en dylik triangel,
nér ldngden av sidan AB &r given. X)

Det finnes 24 plan i en parallellepiped, som g& genom ett horn och
centra i tva sidoytor, som ej innehalla hornet i fradga. Hur stor del
av parallellepipedens volym upptager det konvexa omrade kring
dess centrum, som dessa 24 plan avgransa? 0.0
Punkterna (x, y, 2), (x, 2, ¥), (), 2, X), (2, ¥, 2), (2, X, ¥), (V, X, 2), ddr
X < y < z, i ett ratvinkligt koordinatsystem utgéra hornen till en
sexh6rning, som ar inskriven i en cirkel. Berdkna sexhdrningens

yta. (N.J.)

Enklare matematiska uppgifter

1810.

1811.

1812.

1813.

1814.

1815.

1816.

I tva geometriska serier #1, o, 3,... och T1, Tp, Ts,... &r t, = Ty
och 12 = Tg. Stk x ilikheten 73 = Ty. Mjlighetsvillkor?
(Svar:2f—a; B> a/2)

Los ekvationen 1 + sinx + cos x + cotx = 0.
(Svar: 135°+ n-180°, 270° + n-360°.)

Tva tangenter till prabeln 2y = 2 — x? bilda med x-axeln en liksidig
triangel. Berdkna dess yta.
(Svar: 25v/3: 12 ytenheter.)

AB 4r diameter i en halvcirkel med radien r, P en punkt pa bagen
och Q dess projektion pé tangenten i B. Bestdm minimivérdet av
(PA)? + (PQ)>.

(Svar: 3r2)

I triangeln ABC dr AB = BC = a. Den inskrivna cirkeln tangerar
AC i M och AB i N. Bestdim maximivérdet av ytan av triangeln
AMN, nér sidan AC varierar.

(Svar: a®V/3:9.)

Parabeln y = ax? + bx + c skir x-axeln i tva punkter. Visa, att om
tangenterna till kurvan i dessa punkter dro vinkelrdta mot varand-
ra, sd dr b®> — 4ac = 1. Giller omvindningen?

(Svar:Ja (a #0).)

Maximi- och minimipunkterna till kurvan y = ax*+bx? (a>0,
b < 0) utgéra horn i en triangel med ytan a ytenheter. Visa, att
minimipunkterna, oavsett virdena pa konstanterna a och b, ligga
pa var sin sida av tva parallella linjer. Angiv deras ekvationer.
(Svar: x = +1.)
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1817.

1818.

1819.

1820.

Var pa x-axeln ser man cirklarna x?+y? = 4 och (x—10)%+(y—5)? =
25 under lika stora synvinklar?

(Svar: (3%; 0) och (—7%; 0).)

I cirkeln x? + y? = r? dragas flera parallella kordor. AB #r en sddan
korda och P &dr en punkt pd kordan eller dess forlingning. Sok
orten fér P, om PA-PB = a?, dir a 4r en given stricka.

(Svar: X2+ y2 =r24 az.)

Strackan AB:s @ndpunkter dro A(a; 0) och B (—a; 0) (a > 0). Angiv
orten fér en punkt P s beskaffad, att (PA)? +(PB)? = n-(PQ)?, dir
Q dr projektionen av P pa x-axeln. Mojlighetsvillkor?

(Svar: Hyperbeln b2x2 - a2y? = —a®b?, om b=av2: (n—2), c=vVn:2
ochn>2)

P dr en rorlig punkt pa linjen x+ y+ b =0 och N dess projektion
pa x-axeln. Q 4r en fast punkt pa linjen y = b. Hérled orten for
tyngdpunkten till triangeln PQN och angiv sarskilt Q:s ldge och
ortkurvans ekvation for det fall att denna gar genom origo.

(Svar: Q(0; b); x+2y=0.)

Tredje hiiftet

1821.

1822.

1823.

Visa, att kurvan y = ag + a1 x + az x> + azx> + ayx* + as x° har ett
centrum, om tva av dess dubbeltangenter &r parallella. X)
Hornen A, B och C i en given triangel tagas till centra i tre cirklar,

vilkas radier dro proportionella mot resp héjder, h,, hj, och h.. S6k
orten for cirklarnas radikalcentrum. x)

Konstruera de spetsiga vinklar, som satisfiera ekvationen sin x +
cos x = nsin x cos x. Angiv mdojlighetsvillkoret. (S.B.)

Enklare matematiska uppgifter

1824.

1825.

Fran en punkt P utanfor en cirkel dragas tva sekanter, PAB och
PA) B;.Punkterna A, B A;, B; ligga pa cirkeln. Bestdm forhallandet
mellan strickorna AA; och BBy, om PA: AB=1:noch PA; :
AlBl =n:1.

(Svar: yn: (n+1).)

En vid A rétvinklig triangel ABC med ytan y dr inskriven i en cirkel
med radien R. Tangenterna i A, B och C skéra varandra i D och
E, varvid fyrhérningen BDEC med ytan Y uppkommer. Visa, att
yY =2R*.
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1826.

1827.

1828.

1829.

1830.

1831.

Fran origo dro dragna tre linjer 1, I> och I3 med vinkelkoefficien-
terna 1, 2 och -5, 5 respektive. Visa, att den spetsiga vinkeln mellan
I och I3 dr dubbelt sa stor som den spetsiga vinkeln mellan /; och
I.

Los ekvationen sin x : (cos x + tan x) = cot x.
(Svar: 90° + n-120°, 270° + n- 360°.)

Tre godtyckliga vinklar x, y och z dro givna. Man bildar den cyklis-
ka produkten [][cos(3y + z) + 2sin ysin z], som bestdr av den ut-
skrivna faktorn och de tva, som fas ur denna genom cyklisk per-
mutation av x, y och z. Visa, att produkten dr symmetrisk. Visa
motsvarande for [J[cos(3y + z) +2cos ycos z].

(Svar: Den forsta kan skrivas [Jcos(y + z)(2cos2y — 1) och den andra
[Tcos(y +z)(2cos2y+1).)

En rektangel dr inskriven i cirkeln C;. Cirkeln C,, koncentrisk med
C,, skér rektangelsidorna i tva punkter vardera. Nér dessa forenas
tva och tvd med linjer parallella med rektangelns sidor, bilda fore-
ningslinjerna en ny rektangel, vars omskrivna cirkel dr Cs. Visa, att
cirkelringarna mellan C; och C, och mellan C; och Cs dro likytiga.

Mellan variablernax, y och v gélla sambanden x = sinv + cos v,
y = sin® v +cos® v. Uttryck y som funktion av x och upprita kurvan
for de virden pa x, som dro moijliga.

(Svar: 2y =3x— x3; —\/5 <x=< \/5.)

Den ena parametern i en hyperbel dr parameter i en parabel, vars
vertex ligger i hyperbelns medelpunkt. Berdkna vinkeln mellan
kurvorna.

(Svar: 22,5°.)

1832. I parabeln y? = 4ax dragas tvd mot varandra vinkelrita kordor
genom parabelns brannpunkt. Angiv det minsta mojliga avstandet
mellan dessa kordors mittpunkter.

(Svar: 4a. — Om kordornas mittpunkter &ro M; och My, F &r fokus samt
N1, Ny, Sresp. projektioner pa styrlinje, s& &r M My = N1 N» = 2FS =4a.)
1833. Genom ekvationen sinxy = ax, dir a dr en konstant, definieras y
som funktion av x. Berikna virdet av x2 + ( y+xy )72,
(Svar: 1: a?.)
Fjdrde hiftet
1834. Itriangeln ABC &r I den inskrivna cirkelns medelpunkt. Visa, att

TA+IB+IC<2(R+Tr). (G. Danielsson.)



Argang 35, 1952 Elementa

1835.

1836.

Forkorta bréket
(sinasin B+ sin Bsiny + sinysina) sin(a + f+y) —sinasin Bsiny
sina +sinf+siny —sin(a + f+7y)

x)

Bestdm genom att betrakta tripler av horn i en regelbunden do-
dekaeder den vinkel i en triangel som star mot en sida av ldéngden
av?2, om de dvriga sidorna dro: 1) a och diagonalen i en regel-
bunden femhorning med sidan a, 2) a och diagonalen i ett regel-
bundet pentagram med sidan a, 3) diagonalen i en regelbunden
femhorning och ett regelbundet pentagram, bdda med sidorna
a. (I pentagrammet ABCDE(A) kallas den linje, som férenar tva
icke successiva horn (AC och AD t. ex.) diagonal; AB och BC dro
sidor). (N.].)

Enklare matematiska uppgifter

1837.

1838.

1839.

1840.

1841.

1842.

I en obegrinsad aritmetisk serie bilda de forsta, femte och tret-
tonde termerna en geometrisk serie. Visa, att denna, hur langt
den 4n fortsittes, endast innehaller termer ur den aritmetiska och
angiv sambandet mellan en sddan terms ordningsnummer i den
geometriska (n) och i den aritmetiska (V) serien.

(Svar: N=2"*1_3,1n=1,2,3,...)

Visa, att for alla positiva n uttrycket
1 , 7 1 . 2 2
—n+3) ' ——=+--(-1)"+=-cos-nn
12 72 8 9 3
ar ett helt tal.

Visa, att i varje triangel produkten av avstdnden mellan den inskriv-
na cirkelns medelpunkt och de vidskrivna cirklarnas medelpunkter
dr = 16R%r.

Héjderna i en triangel betecknas med h;, hy och h3, avstdnden
fran hojdernas skdrningspunkt till hornen med s;, s, och s3. Visa,
att sy :hy+s2:hy+s3:hg =2.

I triangeln ABC drages medianen AD. Visa, att
tan ZADB =2sinBsinC: sin(B - C).

Sidorna i en viss triangel kunna skrivas ac, bc och a?—b?ochien
annan triangel ac, bc och ¢?. Den senare triangeln ar ratvinklig
med hypotenusan c?. Visa, att de bida trianglarna kunna inskrivas
i samma cirkel.
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1843.

1844.

1845.

1846.

1847.

I triangeln ABC dr AB = 10 cm. Héjden mot BC &r 8 cm och medi-
anen till AC ar 9 cm. Berédkna triangelns vinklar.

(Svar: A = 64,14°, B = 53,13°, C = 62,73° eller A = 37,25°, B = 126,87°,
C=15,88°)

En likbent triangel har sin spets pa x-axeln, basens ena horn pa
linjen x — y + 1 = 0 och tyngdpunkten i origo. Vilken dr den minsta
omkrets triangeln kan ha?

(Svar: 3,6 langdenheter.)

Inuti en kvadrat ABCD viljes en godtycklig punkt P. Genom P
drages parallellt med kvadratens sidor linjer, som skidra AB i E, BC
iF,CDiGoch DAi H. Visa, att linjerna EF, GH och AC rakas i
en punkt (eller dro parallella). Satsen géller for en parallellogram
med godtyckligt ldge for P.

Kurvan y = x?+5x+c skir x-axeln i punkterna A och C, y-axelni B.
Minimipunkten dr D. Bestdm konstanten c s, att i fyrhérningen
ABCD sidan AB blir parallell med sidan CD.

(Svar: ¢ = %. Om parabeln 4r y = x? + bx + ¢ blir svaret ¢ = % b?)

En rektangel med sidorna 1 cm och 2 cm roterar ett varv kring en
av diagonalerna. Bestim den uppkomna rotationskroppens yta
och volym.

(Svar: 717v/5 =12,47 cm? och 1037v/5: 240 =3,015 cm3.)



