Elementa Argéng 36, 1953

Argang 36, 1953

Forsta hiftet

1848.

1849.

1850.

Triangeln ABC &r inskriven i cirkeln O, vars tangenter i B och C
rékas i D. Sok sambandet mellan triangelns sidor, dd punkterna A
och D ligga lika langt fran linjen BC. Vilka viarden kan vinkeln A
antaga? X)

Symmedianerna i triangeln ABC skéra sidorna BC, CA, ABi A,
By, C;. Att konstruera triangeln ABC s3, att cirkeln A; B, C; tange-
rar sidan BC. (Symmedianen 4r orten for punkter, vilkas avstand
till tva givna triangelsidor dro proportionella mot resp. sidor.) (X.)

Bestdm en jamn femsiffrig heltalskvadrat, som &r lika med dubbla
produkten av de tva tal, som bildas av kvadratens tvé férsta och
tre sista siffror med bibehallen ordningsfoljd. (V. Thébault.)

Enklare matematiska uppgifter

1851.

1852.

1853.

1854.

1855.

En kvadrat inskrives i en cirkelsektor, sd att tvd horn falla p bagen,
som hérigenom delas i forhéllandet 1 : 2 : 1. Berdkna sektorns
medelpunktsvinkel.

(Svar: 60°.)

Fran en triangels horn dragas linjer, som i samma led dela var och
en av motstdende sidor i férhallandet m : n. Dessa linjer begréansa
en triangel. Bestdm férhallandet mellan dess yta och hela triang-
elns yta.

(Svar: (m— n)2 : (m2 +mn+ nz).)

En likbent triangel roterar ena gangen kring basen, andra gangen
kring en av de lika sidorna. Totala ytorna av de ddrvid uppkomna
rotationskropparna, tagna i nimnd ordning, forhélla sig som 9: 5.
Hur foérhalla sig kropparnas volymer till varandra?

(Svar:3:2.)

I en regelbunden tresidig pyramid inskrives en annan dylik med
spetsen i tyngdpunkten till den férstndmndas basyta och 6vriga
horn pa de fran spetsen utgdende hojderna i sidoytorna. Den in-
skrivna pyramidens baskant och h6jd samt den givnas baskant och
hojd bilda i namnd ordning en geometrisk serie. Bestdim kvoten.
(Svar: v/3.)

I en regelbunden tresidig pyramid 4r H héjdernas skidrningspunkt,
I och O de in- och omskrivna klotens medelpunkter. Bestdm vin-
keln mellan basytan och sidoytorna, om I ligger mellan O och H

1



Argang 36, 1953 Elementa

1856.

1857.

1858.

1859.

1860.

samt HI: IO=2:5.
(Svar: 75,52°.)

Fran en fix punkt pé en hyperbels asymptot drages en rorlig rét
linje, som skér hyperbeln i A och B. Visa, att orten for mittpunkten
pé AB dr en rét linje.

Genom en punkt A pa parabeln y* = 4ax drages en tangent och
parallellt med denna en linje /; genom fokus. En linje I gr genom
A och (—a; 0). Stk orten for skdrningspunkten mellan /; och I, da
l; vrider sig kring brannpunkten.

(Svar: (x + a)2 - y2 =442, )

Vilken excentricitet har kurvan x> + By? +1 =0, om 2x + y = 3 ir
en av dess normaler?

(Svar: V3 eller v15: v13.)

Genom en punkt P drages linjer parallella med 17x -9y +C; =0
och 19x-3y+ C, =0, tills de skéra 49x+ 7y + C3 = 01i Aresp. B.
Berdkna PA: PB.

(Svar:1:2.)

Enlinje / genom ena skidrningspunkten A mellan cirklarna x2+y?—
2x—4=0och x* + y? + 4x — 4 = 0 skir cirklarna ytterligare i P och
Q. S6k ekvationen for den cirkel mittpunkten av PQ genomléper,
da [ vrider sig kring A.
(Svar: x2 + y2 +x-4=0)

Andra hiftet

1861.

1862.

1863.

Fyra punkter A, B, C, D &ro givna pa en cirkel. Bestdm punkten
P i cirkelns plan s4, att avstinden AA;, BB, CC;, DD, fréan de
givna punkterna till tyngdpunkterna f6r punktgrupperna P, B, C,
D; P, C,D, A P,D, A B; P, A B, C respektive bli sinsemellan
lika. (V. Thébault.)

Om man sitter
(—x—y-2)"+(—x+y+2)"+(x—y+2)" "+ (x+y—-2)" = nPy,

vilket samband rdder mellan P, P3 och P5? X.)

Undersok hur ménga 16sningar 0 < x < 27 det finns till ekvationen
asinx+ bcosx = % sin2x for olika vdrden pa a och b.
Gor samma undersokning for ekvationen
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1
asin” x+ bcos" x = (E)nsin”Zx, n=2,34,....

(M. Tidemann.)

Enklare matematiska uppgifter

1864.

1865.

1866.

1867.

1868.

1869.

1870.

(t)zrr; ien aritmetisk serie t72 -2 t52 + t§ =1, vilket viarde har t%o -2 t520 +
30°

(Svar: 100.)

Den stora Keopspyramiden, som numera ar nagot stympad i top-
pen, dr (i princip) uppbyggd av ett antal kvadratiska, pa varandra
liggande horisontella stenskikt, alla med samma tjocklek 1,25 m
och av vilka det understa har sidan 230 m, det darover sidan 228 m
osv. med en minskning av 2 m for varje nytt skikt till det sista, vars
sida dr 10 m. Berdkna pyramidens hdjd samt den sammanlagda
yta, som dr synlig fran sidorna och toppen.

(Svar: Hojden 138,75 m, ytan 119500 m2.)

Berdkna volymen av nyssndmnda pyramid.
(Svar: 2567800 m3 )

I en regelbunden tresidig pyramid dr H h6jden mot basytan, h
h6jden mot en sidoyta och n kortaste avstdndet mellan tva mot-
stdende kanter. Visa, att 1: n2—1: h®>=1:3H?2.

Tangenten i punkten A pa kurvan y = x3 + px? + gx + r 4r parallell
med x-axeln och skér kurvan i B. Om tangenten i B &r vinkelrat
mot tangenten i kurvans centrum, vilka dro da de spetsiga vinklar-
naiden av dessa tre tangenter bildade triangeln?

(Svar: 30° och 60°.)

Tre givna linjer bilda en triangel med ytan T. Den omskrivna cir-
kelns radie 4r R. Man véljer en punkt P pd en av linjerna och féller
normalerna PU och PV mot de bigge aterstdende. S6k minimum
for fotpunkternas avstand U'V.

(Svar: T: R.)

Tvé rdtalinjer med de variabla vinkelkoefficienterna k och 2k vrida
sig kring punkterna A (0; 1) resp. B (1; 0). Linjerna skdra varandra i
punkten C. Uttryck ytan (y) av triangeln ABC som funktion av k
och undersok, hur denna varierar.
(Svar: y=|k+1,5+1:2k|)
k -0 —- -1 - -3vV2 - -1 - 0o -
y o N 0 / 15-v2 N\, 0 / oo \ 1,
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1871.

1872.

1873.

1874.

1875.

Ur en sfdr med radien r utskédres en oktant av tre mot varandra vinkelrdta
plan genom medelpunkten O. De radier som &ro kantlinjer i oktanten,
kallas OA, OB och OC. I denna inskrives en tresidig pyramid DEFG, sa
att D och E &dro mittpunkter p4 OA och OB. Hornet F ligger p4 OC och
G pa den buktiga ytan s3, att OG &r vinkelrdt mot planet DEF. Uttryck
pyramidens volym (= y) som funktion av den vinkel x som planet DEF
bildar med AOB och studera funktionen.

(Svar: y = R3v/2(v/8 - sinx) : 96c08 X; Ymin = R3V14 : 96 for x = 20,70°.
Grénsmaximima R3 : 24 och R3 : 12 for x = 0 resp. 70,53°.)

De normaler till kurvan y = x® + a, som bilda 45° med positiva resp. nega-
tiva x-axeln, skdra varandra i punkten A samt x-axeln i B och C. Bestim
a, sa att ytan av triangeln ABC blir en ytenhet.

(Svar: % eller -1 ?—1 )

Linjerna x—2y = 0 och x — 2y + 4 = 0 skéras i férsta kvadranten av en rét
linje, som med dessa och axlarna bildar tva trianglar och ett parallelltra-
pets, alla lika stora. Sok linjens ekvation.

(Svar: x+y—2v2-4=0.)

En rit linje genom punkten (~2; 0) skéir kurvan y = x2, s4 att den uppkom-
na kordan &r lika ldng som den mellan koordinataxlarna beldgna delen av
den réta linjen. Sok dennas riktningsvinkel.

(Svar: 25,27° eller 96,73°.)

Skillnaden mellan tva hela tal dr a; det ena &r ett primtal p. Subtraheras
detta frdn det andra talets kvadrat, erhélles ett kvadrattal. Angiv talen som
funktioner av p samt sambandet mellan a och p.

(Svar: p och %(p+ 1); p=2a+1)

Tredje hiftet

1876.

1877.

1878.

Sidoytorna BCD, CDA, DAB, ABCien tetraeder T ha tyngdpunk-
terna A, By, C; D resp. Tetraederns tyngdpunkt dr G. P4 analogt
sdtt dro Az, By, Cy, D, tyngdpunkter for sidoytorna i tetraedern
A1BC1D;g ...; Ay, By, Cy, D, tyngdpunkterna for sidoytorna i tet-
raedern A;_1B;-1Cp-1D,—1. Om P dr en godtycklig punkt, skall
likheten PA? + PB2 + PC% + PD? = 4PG? + S:4-9" bevisas, ddr S
4r summan av kanternas kvadrater i tetraedern T. (V. Thébault.)
Sidorna BC, AC, AB i en triangel ABC &ro baser i tre likbenta

likformiga trianglar med spetsarna A;, B;, C;. De tva sista dro
béda vdnda utat (inat), den forsta inét (utat). Visa, att punkterna

A, Ay, By, C iallménhet dro horn i en parallellogram. 0.0
Berdkna (g) + (3) + (5) + () + -+ och (§) + () + (§) + ([5) +----
(I. Gunsjé.)
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Enklare matematiska uppgifter

1879.

1880.

1881.

1882.

1883.

1884.

1885.

1886.

1887.

1888.

Los ekvationssystemet x° + y? = 5; x> + % = 9.

(Svar: x-rétter 1; 2; 2,111; —0,738 och y-rotter 2; 1; —0,738; 2,111.)
Los ekvationen sin xtan” x + cos x cot” x = sin x + cos x.
(Svar: 45°+m-90°.)

Trianglarna ABC och A; B; C; dro ratvinkliga vid C och C;. Berdkna
sidorna om A1B; — A;C; = AB-AC=1cm; B;C; —BC =10 cm;
A1 C1 —AC =100 cm.
(Svar: 5,12 och 13 cm och 15,112 och 113 cm.)
Talen a+ b, ab,1:a+1:bochl:abbildaidenna ordning en
(egentlig) aritmetisk serie. Bestdm seriens summa.
(Svar: 2+ v/32 eller 2 — v/32.)

2

I en triangel &r med vanliga beteckningar a+b? = 5¢? och T = % ac.
Berédkna vinklarna.
(Svar: 40,60°; 108,44°; 30,96°.)

I en cirkel med radien r drages en korda pa avstdndet %r fran
medelpunkten. I det storre av de uppkomna segmenten inskrives
en likbent triangel med kordan som bas. I triangeln inskrives en
cirkel; i denna drages en korda pa samma sétt, varpa i det st6r-
re segmentet en ny likbent triangel inskrives och i denna cirkel
osv i odndlighet. Bestim summan av cirklarnas ytor, den forsta
inrdknad.

(Svar: 972(8v/3+7):143.)

I en tresidig pyramid &r varje baskant a och varje sidokant b. Be-
stdm avstidndet mellan motstdende kanter.

(Svar: av/3b?% —a?:2b.)

Genom punkten A (2;4) pa kurvan y = x*> drages en korda, som
skdr kurvan i B. Punkterna A och B sammanbindas med origo O.
Angiv, hur ytan av triangeln ABO varierar, da vinkelkoefficienten
for kordan AB dndras. Askadliggor variationerna i ett diagram.
(Svar: Ytan = |k? — 6k +8|.)

A och B #ro tva punkter pa kurvan y = x?. Abskissan for A dr 2a
enheter stérre dn abskissan for B. Kurvans tangenter i A och B
rékas i C. Visa, att ytan av triangeln ABC &r 2a°.

Tillkurvan y = x"— ax™ ! dar ndretthelttal > 2, drages normalen
till kurvan i dess utanfor origo beldgna skdrningspunkt med x-
axeln. Berdkna ytan av den triangel, som bildas av normalen och
koordinataxlarna. For vilket n-vdrde dr ytan oberoende av den
positiva parametern a?

(Svar: Ytan dr % -a" 3 forn=3.)



Argang 36, 1953 Elementa

1889.

1900.

1901.

I parabeln y? = 2x drages tva kordor, som med varandra bilda 45°.
Undersok, hur avstdandet mellan de mot dessa kordor svarande dia-
metrarna varierar, dd den ena kordans vinkelkoefficient dndras.
(Svar: Avstandet = |(k% + 1) : (k2 — k)|.)

Cirklarna x?> + y> —4x+2y—11=0och x> + y> - 8x-6y+a =0
dro givna. Bestdm a s§, att cirklarnas medelpunkter och skarnings-
punkter med varandra ligga pé en cirkel. Angiv dennas ekvation.
(Svar: a = 21; x2 +y2 -6x—-2y+5=0.))

Berdkna
X2 —2xsinx—2cosx+2

lim - .
x—02x2 —2xsin2x —cos2x +1

(Svar: %. - Om f(x) = ax"+ hogre termer, sa dr limy_g2f(x) : f(2x) =
21—71.)

Fjdrde hiftet

1902.

1903.

1904.

Den vid sidan BC i triangeln ABC vidskrivna cirkeln tangerar den-
nasidai A; och férldngningarna av de 6vriga sidorna i By och Cj.
Man vet, att linjerna AA;, BB;, CC) rékas i samma punkt, som an-
tages ligga pa den omskrivna cirkeln. Visa, att cos A= cos B+cosC
och att R = r, = ldngden av resp. cirklars gemensamma korda.

(V. Thébault.)

Givna édro linjen [ och tva punkter P och Q i samma plan, bada
utanfor /. Genom punkten U pa ! drages i detta plan linjen u sa, att
vinklarna (u, UP) och (I, UQ) ha gemensamma bissektriser. S6k

enveloppen for u, d& U genomléper /. X.)
Diskutera antalet reella rotter till ekvationen x3+1: x% = a® —3a.
X)

Enklare matematiska uppgifter

1905.

1906.

Ekvationen x® + 9x — 6 = 0 har en reell rot mellan 0 och 1. Bestim
den, med tre sikra decimaler genom att forst forsumma x> i jam-
forelse med 9x, varvid erhélles ett ndrmevirde x;, vilket insittes i
x3-termen i ekvationen, varefter ett nytt ndrmevérde x, erhélles,
som insittes i stillet for x i x3-termen osv., (iterationsmetoden).
(Svar: x =0,638.)

Berdkna med tre sdkra decimaler den reella roten till ekvationen
flx) = xX¥+9x-6=0 genom att i den punkt, vars abskissa dr = 1
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1907.

1908.

1909.

1910.

1911.

1912.

1913.

1914.

draga en tangent till kurvan y = f(x). Tangentens intercept x; pa x-
axeln berdknas. I punkten (x;; y;) pa kurvan drages en ny tangent,
vars intercept x, pa x-axeln berdknas. I punkten (x,; y») pa kurvan
drages en tredje tangent osv. X1, X, x3... dr allt noggrannare nir-
mevirden pa den sokta roten. (Newtons approximationsmetod).
(Svar: x=0,638.)

Los ekvationen 1 + tanx = 2cos2x.
(Svar: 135°+ n-180° 22,5°+ n-90°.)

I denlikbenta triangeln ABC dr BC basen och M basens mittpunkt.
Bissektrisen till vinkeln B skér sidan AC i punkten V. Hur stora dro
basvinklarna, om linjen MV dr vinkelrdt mot sidan AC?

(Svar: 38,66°.)

I en ratvinklig triangel gar den inskrivna cirkeln genom triangelns
tyngdpunkt. Berdkna triangelns spetsiga vinklar.
(Svar: 22,80° och 67,20°.)

I fyrh6érningen ABCD, dér AB ar parallell med CD, géller f6r si-
dornas ldngder, att AB: BC:CD:DA=2:3:5:2. Hur stor del av
detta trapets utgor den fyrhérning, som begréinsas av bissektriser-
na till trapetsets vinklar?

(Svar: %.)

Fran mittpunkten M pé sidan BC i triangeln ABC féllas norma-
lerna MB; och MC;, mot sidorna AC och BC. Bestdm triangelns
vinklar, om den kring triangeln omskrivna cirkelns centrum O lig-
ger pd B;C; och BjO:0C; =4:1.

(Svar: A=69,46°; B = 29,59° C = 80,95°.)

Berdkna

i V3x4 —16x3 +24x% — 16

im

=2 /x5 —9x1+32x3 —56x% + 48x — 16

(Svar: +2 fran hoger, —2 fran vénster)

Undersok funktionen y = x? + V28 —7x2 med avseende pé exi-
stensomraden, maxima och minima samt upprita motsvarande
kurva.

(Svar: =2 < x < 2; Ymax = 5,75 for x = +1,5; Ymin = V28 for x = 0 och
gransmin. 4 for x = £2.)

Fran en punkt P pé en given cirkel med radien r dragas tva tan-
genter till en mindre, med den forra koncentrisk cirkel. Tange-
ringspunkterna dro A och B; PA och PB skira forldngda den forra
cirkelni C och D. Hur stor dr den mindre cirkelns radie, d& ytorna
av trianglarna PAB och PCD &ro sa stora som mojligt?

(Svar: %r.)
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1915. Yva odndliga, konvergenta geometriska serier med samma summa
dro sd beskaffade att kvoten i vilken som helst av dem &r lika stor
som forsta termen i den andra. Genom att dividera varje term i
den ena serien med motsvarande term i den andra erhélles en ny
odndlig konvergent serie. S6k minimum fér summan av den nya
serien.
(Svar: 4.)



