Elementa Argéng 37, 1954

Argang 37, 1954

Forsta hiftet

1916.

1917.

1918.

Undersok hur rotterna till ekvationen
(x2 —xtanv)2 +x°=1:4cos®v=0
fordela sig pd intervallen (—oo, 0), (0, tan v), (tan v, o), dd v dr en

spetsig vinkel. X.)

En kubisk parabel tangerar alla sidor i parallellogrammen ABCD,
AB och CD1i Aresp. C. Hur férhélla sig areorna av de ytstycken, i
vilka kurvan uppdelar parallellogrammen? X)

Sok en 8-siffrig heltalskvadrat, i vilken var och en av siffrorna
1,2,..., 8 forekommer. (V. Thébault.)

Enklare matematiska uppgifter

1919.

1920.

1921.

1922,

1923.

En triangels storsta vinkel dr 90° storre dn den minsta. Sidornas
madtetal bilda en aritmetisk serie. Berdkna triangelns vinklar.
(Svar: 24,29°, 41,42° och 114,29°)

I triangeln ABC é&r vinkeln A 45° och vinkeln B 22,5°. En linje fran
A triffar BC i D s§, att vinkeln ADC &r 30°. Visa att strickan AD &r
exakt lika med sidan BC.

Kring en sfiar med radien r omskrivas tva raka cirkuldra koner
med lika volymer men med olika stora héjder k) och h,. Visa, att
1:hi+1:hy=1:2r.

Ett flygplan gar parallellt med en meridiancirkel pa den konstanta
héjden 1 km dver jordytan, som antas vara en klotyta med radien
637 mil, och passerar hérvid rétt 6ver en person, som observerar
planet frdn en punkt beldgen 1 m 6ver marken. Hur 1ang stricka av
planets bana skulle kunna observeras, om sikten vore fri och man
kunde bortse frén ljusets brytning och férsvagning i atmosfaren?
(Svar: 233 km. - Ledning: cosa =1 — %az for sma vinklar.)

Ett ogenomskinligt homogent klot med 30 cm radie ligger pa den
horisontella dndytan av en vertikal cylindrisk pelare med 39 cm
radie och belyses av den i zenit staende solen. Om klotet flyttas
ut mot periferin, kommer slutligen ytan av dess skugga pa det
horisontella underlaget att uppna ett visst minsta véarde. Berdkna
detta.

(Svar: 1180 cm?.)
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1924.

1925.

1926.

1927.

1928.

1929.

Till funktionen y = (x2+ ax): 2x+7), dir a # 0, sokes det nume-
riskt minsta heltalsvirde pd a, som ger heltalsvirden at koordina-
terna for funktionskurvans maximi- och minimipunkter.

(Svar: a = —28.)

En flod 4r 400 m bred. En person star pa vattenytans niva i en punkt
beldgen 200 m fran ndrmaste strand. Om han hojer sig lodrétt 6ver
denna punkt, kommer han att i ett visst 6gonblick se flodens bredd
under maximal synvinkel. S6k denna.

(Svar: 30°.)

Geniom ekvationen y = ax(y? + 1) ér y bestimd som funktion av
x. Bestdm virdet pa konstanten a s4, att denna funktion satisfierar

dv\2
ekvationen 4(x% — 1)(d—1) + (y2 +1)2=0.
(Svar: a = £0,5.)

En triangel har ett horn i férsta kvadranten, ett pa negativa x-axeln
och ett pd negativa y-axeln. De delar av dess yta, som ligga i andra,
tredje och fjarde kvadranterna, &ro resp, 3, 6 och 4 ytenheter. Hur
stor dr den del av ytan, som ligger i forsta kvadranten? Vad blir
svaret, om ytorna dro «, 5 och y ytenheter?

(Svar: 9,5, resp ay(a +2B+7) : (B% — ay) ytenheter. Villkor: 2 > ay.)

En ellips, vars storaxel utgdr den ena parametern i en hyperbel,
gar genom hyperbelns ena vertex och tangerar dess asymptoter.
Berédkna kurvornas excentriciteter.

(Svar: $v/8och 2.)

En parabel med vertex O och parametern AB skires av en cirkel i
punkterna O och A. Visa, att om denna cirkel skér parabeln dven
i C och D, sa @r CD parallell med OB. Allmént géller: Om a &r
en asymmetriaxel till ett kdgelsnitt, pa vilket A, B, C, D &ro fyra
koncykliska punkter, sa dr a parallell med en av bissektriserna till
vinklarna mellan AB och CD.

Andra hiftet

1930.

1931.

En rét linje d, som vrider sig kring punkten D pa den kring triang-
eln ABC omskrivna cirklen, skir BC, CA, AB1i A;, By, C;. Norma-
lerna mot d i A, By, C; rdka respektive normalerna i D mot DA,
DB, DC i tre punkter, vilka ligga pa en rét linje, som gir genom en
fast punkt. (V. Thébault.)
Man drager tva parallella obegrédnsade tangenter till en kubisk

parabel P och mellan dem en parallell sekant /. Orten fér mitt-
punkterna av de tre strackor P avgrdnsar pa [ utgor, nir / intager
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1932.

alla ldgen, en kurva P;. Sok forhéllandet mellan areorna av de
ytstycken i vilka P; och P dela det omrade som begrinsas av tan-
genterna och mellanliggande yterbéagar av P. X)

En godtycklig talf6ljd ci, ¢y, cs,. .. 4r given. Berdkna x;, enligt rekur-
sionsformlerna x;—¢; =0, x,— ¢, = ZZ;{ Cn-p*Xp, n=2,3,...Man
finner ett polynomi ¢y, ¢y, ... c,. Giv en forklaring av antalet olika
termtyper déri. Berdkna speciellt x,,, did ¢, = a" ', n=1,2,...

(R. Johnsson.)

Enklare matematiska uppgifter

1933.

1934.

1935.

1936.

1937.

1938.

1939.

1940.

1941.

Bestdm en femsiffrig primtalskvadrat s&, att dess siffror i omvédnd
ordning bilda en numeriskt mindre femsiffrig primtalskvadrat.
(Svar: 3112 = 96721.)

I en aritmetisk serie med heltalstermer dr den sjunde termen en
sjundedel av den sjuttiosjunde. En term i serien &r 100. Bestdm
dess ordningsnummer.

(Svar: 2 eller 12.)

Visa, att ekvationen asin x + bcos x + ¢ = 0 har reella rotter endast
om a? + b? = c®.

Om hojdernaitriangeln ABC utdragas, rdka de den kring triangeln
omskrivna cirkeln i punkterna A;, By, C;. Sok férhallandet mellan
ytorna av trianglarna A; B; C; och ABC.

(Svar: 8-|cos AcosBcosC]|.)

Ekvationerna for en triangels sidor dro 3411x + 5191y — 11417 =0,
4435x+7239y — 10393 =0, 7574x — 3787y + 15451 = 0. Sok ekvatio-
nen f6r h6jden mot den sistndmnda sidan.

(Svar: x+2y+1=0.)

Visa, att linjerna (m—-1)x— (m+1)y+ m2-1=0,
(n+)x—-(n-1)y-n*>+1=0, x+y—mn+1 =0 rakas i samma
punkt (eller sammanfalla).

Kurvorna y = ax" och y = bx™ (m och n olika positiva heltal)
antagas raka varandra i en utanfér origo beldgen punkt. Tangenter
dragas till kurvorna i denna punkt. Visa att forhéallandet mellan
deras vinkelkoefficienter dr oberoende av a och b.

Diskutera kurvan y =2 =3
(Svar: Asymptoter: x =1 (d& x — 1+4), y = 2. Slutpunkti (1;0) (d&d x — 1-).)
Bestdm den vinkel under vilken kurvorna x? + y? +2x -2y = 0 och

x% + x — y = 0 skiira varandra.
(Svar: 63,43°.)
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1942.

1943.

Konstruera axlarna till ett kégelsnitt, som har ena fokus i en given
punkt A, tangerar tva givna linjer och vars konjugataxel (ev. for-
langd) gar genom en given punkt B.

Ledning: en ort fér centrum dr mittpunktsnormalen till A; Ay, da A; och
Ay dro projektionerna av A pa de givna linjerna, en annan cirkeln med
AB som diameter.

Réta linjen y = x skidr kurvan xy =11 A i tredje kvadranten och
kurvan y(x+ 1)2 = x2 + 1 i B. De senare rakas i C. Beridkna ytan av
triangeln ABC.

(Svar: En ytenhet. Ledning: Visa, att xp - xc = 1.))

Tredje hiiftet

1944.

1945.

1946.

Om a, b, c dro sidornaien triangel och x+ y+z = 0, sa &r uttrycket
a’yz+ b*xz+ c?xy aldrig positivt. (B. Svenonius.)

Tva fasta tangenter till en given parabel rdkas i punkten A. Av tva
rorliga tangenter ¢ och #; rékar ¢ de fastai B och C. Projektionerna
av B och C pa #; dro B; resp. C;. Visa, att forhdllandet mellan
projektionerna av BB; och CC; pa linjerna AC och AB resp. ar
konstant, nér ¢ och £; variera. X.)

De réta linjer, som férena hérnen A, B, C, D i en tetraeder med
en godtycklig punkt P skdra motstaende sidoytors plani A;, B,
C1, D, resp. Visa att foreningslinjerna mellan mittpunkten A, pa
AA; och mittpunkterna B,, C», D, pa BBy, CCy, DD skira planet
BCD i Bs, Cs3, D3 resp., sa beldgna, att trianglarna BsCD, C3DB,
D3BC dro likytiga. (V. Thébault.)

Enklare matematiska uppgifter

1947.

1948.

Genom den inskrivna cirkelns medelpunkt i en triangel drages
parallellt med en sida (langd = a) en transversal av langden .
Bestdm omkretsen av den erhéllna topptriangeln.

(Svar: al:(a—1).)

Genom medelpunkterna fér den inskrivna cirkeln och fér den
vid sidan BC i triangeln ABC vidskrivna cirkeln drages med BC
parallella transversaler av ldngderna [ resp. /,. Visa atta) r,: 1 =
a: (2l - a), b) omkretsarna av de parallelltrapets, for vilka sidan
BC &r gemensam, dro (2] + a) och (21, + a).
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1949.

1950.

1951.

1952.

1953.

1954.

1955.

1956.

Ett parallelltrapets ABCD med AB parallell med DC 4r omskrivet
kring en cirkel. Skillnaden mellan de icke parallella sidorna &r 10%
av omkretsen och skillnaden mellan trapetsets trubbiga vinklar A
och B dr 35°. Berdkna trapetsets vinklar.

(Svar: Den storsta vinkeln dr 139,89°.)

I triangeln ABC dr M tyngdpunkten och N mittpunkten av BC.
Vinklarna MBN och BMN &r 90° resp. 45°. Berdkna vinklarna i
triangeln ABC.

(Svar: A=19,44° B =123,69°% C = 36,87°.)

I en triangel, vars sidor bilda en aritmetisk serie, forhélla sig tva
vinklar som 1 : 2. Bestdm triangelns vinklar.
(Svar: 41,41°; 82,82°; 55,77° eller 49,35°; 98,70°; 31,95°.)

Bestdm med hjdlp av tva lampligt valda trianglar koefficienterna x
och yiformeln xR = r, + 1y + 1. + yr, samt visa dérefter, att den
erhéllna formeln géller allmént.

(Svar: x=4;y=-1.)

Los ekvationen 4sin xcos2xsin3x = 1.
(Svar: +£30°+ n-180°; 22,5°+ n-45°.)

Produkten av alla termerna i en geometrisk serie med kvoten 2 dr
210 Produkten av de tva sista termerna dr 2!°. Sok termantalet.
(Svar: 20.)

I den givna triangeln ABC med h6jderna hg, hy, h, féllas fran en
punkt P pd medianen AM (= m) normaler mot triangelsidorna.
Sok summan (= y) av de tre normalernas ldngder som funktion
av PM (= x) samt upprita i ett koordinatsystem funktionen for
intervallet 0 < x < m.

(Svar:2my = (2hg — hy — he)x+ m(hy + be).)

Till kurvan y = ax® + bx drages origotangenten och den linje, som
forenar kurvans maximi- och minimipunkter. Bestim vinkeln mel-
lan dessa linjer, om den forstndmnda é&r bisektris till férsta och
tredje (eller andra och fjarde) axelvinkeln.

(Svar: 11,31°.)

Fjarde hiftet

1957.

I ett ratvinkligt koordinatsystem dr O origo och A en fast punkt pa
x-axeln. En variabel cirkel genom A och O skédr y-axeln i B. Tan-
genterna till cirkeln i A och O rékasi C. Sok orten f6r mittpunkten
av den pa BC liggande kordan. x)
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1958.

1959.

I den givna triangeln ABC skir en med BC parallell transversal
sidorna AB och AC1i E och F resp., som ligga mellan A och resp.
sidors mittpunkter. Linjerna EI parallell med AC och F]J parallell
med AB skdra BCi I resp. J. Hur dndras tyngdpunkten for ytan av
trapetset EFI], d& EF varierar pd angivet satt? x)

Om a, b, c, dro olika stora, relativt prima, positiva heltal, vilkas
kvadrater i ndimnd ordning bilda en aritmetisk serie, sa dro talen
2b—a—-c och 2b + a+ ¢ antingen bédgge jaimna kvadrater eller
ocksa dro deras hilfter det. Detsamma géller om 2b+ a — ¢ och
2b—-a+c. (Y. Ekedahl.)

Enklare matematiska uppgifter

1960.

1961.

1962.

1963.

1964.

1965.

1966.

Bestdm sadana heltalsviarden péa koefficienterna p, g, r i ekvatio-
nen x3 + px? + gx +r =0, att rétterna bli p, g, r.
Svar:pr=q1=r=0p2=1,q2=-2,12=0p3=1,q3=-1,r3=-1)

I triangeln ABC drages medianerna AM, BN och CR. Visa, att
sin/BAM-sin ZACR-sin /CBN =sinZCAM-sin /BCR-sinZ/ABN.

En regelbunden sexhornings yta delas i forhéllandet 1: 3 av en
transversal, som gar genom ett horn. Hur lang &r transversalen?
(Svar: 1,75 a, om sidan dr a.)

Den inskrivna cirkelns medelpunkt i en triangel delar tva bisek-
triser i forhallandena 4 : 3 och 2 : 1 frdn hornen riaknat. Angiv
forhéllandet mellan triangelns sidor.

(Svar:5:7:9.)

I en ratvinklig triangel dr den inskrivna cirkelns medelpunkt I,
dess radie r. Hojden mot hypotenusan delar triangeln i tva delar, i
vilka de inskrivna cirklarnas medelpunkter dro I och I,. Hur stor
dr radien i cirkeln genom I, I; och I»?

(Svar: r.)

Forhallandet mellan basradierna i en parallellt stympad, rak kon
ar x (x = 1). Forhéllandet mellan konens volym och volymen av en
rak cylinder med samma ho6jd och en basradie, som &r medeltalet
av konens basradier, &r y. Visa att y alltid 4r mindre &n ett visst tal
och bestdm limy_. y.

(Svar: y <4/3; limy—oo y =4/3.)

I en ratvinklig triangel dr den inskrivna cirkelns radie r. En rektang-
el med tva horn pa hypotenusan inskrives. Darvid uppstar utanfor
rektangeln tre trianglar, i vilka de inskrivna cirklarnas radier dro r;
(i =1,2,3). Visa, att 0,5r> < Y. rl.2 <r2
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1967.

1968.

1969.

Sok och konstruera orten féor minimipunkterna till kurvan y =
x% —3ax? +5, nir a varierar.

(Svar: ymin =5 for x =0, om a < 0 och ymin = 5—4a for x = 2a, om a > 0.
Hérav orten y =5 — %x3 for x>0.)

Triangeln ABC, som &r likbent och ratvinklig vid A, &r given till
storlek och ldge. Punkterna D och E dela BC harmoniskt. S6k orten
for den kring triangeln ADE omskrivna cirkelns medelpunkt, ndr
forhéllandet vari BC delas varierar.

(Svar: En rit linje genom A parallell med BC.)

Tva parabler ha samma vertex och samma axel. Fran en punkt
pa den ena parabeln drages tangenten till den andra. Visa, att
forhallandet mellan deras vinkelkoefficienter &r konstant.



