Elementa Argéng 38, 1955

Argang 38, 1955

Forsta hiftet

1970.
1971.

1972.

Ivarje triangel dr 16R? = r® + 5+ 17 +ré+a*+b*+c*. (L Gunsjo.)

En punkt P ligger i forsta axelvinkeln inom ellipsen b?x? + a®y? =
a®b?, vars hogra (vinstra) brannpunkt 4r F (F;). Linjerna FP och
F, P skira, utdragna over P, ellipsen i Q och Q. Visa, att PQ >
PQ;. X)

Sidan i en kvadrat dr n langdenheter, dir n &r ett helt tal. Den
drindelad i n? ytenheter, men innehdller ddrjamte ett stort antal
(= y) kvadrater av olika storlek. Den givna kvadraten dr medrdknad.
Vi tdnker oss figuren lagd med téndstickor, av vilka 7 st. ingar i
den storsta kvadratens sida. D4 atgar inalles x tdndstickor. S6k
sambandet mellan variablerna x och y. (Y. Ekedahl.)

Enklare matematiska uppgifter

1973.

1974.

1975.

1976.

1977.

1978.

Konstanterna a, b och ¢ r sa valda, att ekvationen ¢2(x2 + x)? =
4a?x3 satisfieras av virdet x = (a+ b) : (a— b), dir a # b # 0. Los
ekvationen. Konstanten c far icke férekomma i svaret.

(Svar: x; =x2=0;x3=(a+b):(a—Db); xa=(a—Db):(a+Db); (c? = a® - b?)
Vinkeln Aien kvadrat ABCD delas i tre lika delar av linjerna AE
och AF. Punkterna E och F ligga pa varsin av kvadratsidorna CB
och CD. Hur stor del av kvadraten utgor ytan av triangeln AEF?
(Svar: 1/3.)

Los ekvationen 1+ 2sin® x + 4sin® x + 8sin® x + --- = 2sin2x.
(Svar: x =22,5°+ n-180°.)
Ytan av en rektangel ABCD delas i tre lika delar av tva réta linjer

genom A. Hur stor del av diagonalen BD ligger mellan dessa linjer?
(Uppgiften 16ses lampligen med analytisk geometri.)
(Svar: 1/5.)

I vartdera hornet av en kvadrat avskéres en likbent triangel s, att
aterstoden blir en regelbunden attahorning. Férenas vartannat
horn i denna, erhélles en ny kvadrat. Hornen i den sistndmnda
avskdres s, att en ny attahorning bildas, osv. i odndlighet. Visa att
summan av alla dttahdrningarnas ytor dr dubbelt sa stor som ytan
av den ursprungliga kvadraten.

ABCD ir en kvadrat och E en godtycklig punkt pé sidan DA eller
dess forlangning utanfér A. P4 AB:s férlangning utanfor B viljes
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1979.

1980.

1981.

1982.

1983.

1984.

punkten F sd, att BF = DE, varefter F forenas med E. Fran C filles
normalen CG mot EF. Visa, med analytisk geometri eller p& annat
sdtt, att normalens fotpunkt ligger pa diagonalen BD.

En regelbunden sexsidig pyramid och ett regelbundet sexsidigt
prisma ha lika stora basytor, lika stora volymer och lika stora totala
ytor. Baskanterna dro 10 cm. Berdkna sidokanterna.

(Svar: Pyramidens sidokant #r v/532 = 23,07 cm, prismats v/48 = 6,93 cm.)

En regelbunden tresidig pyramid inskrives i en given klotsektor
vars toppvinkel dr 90°. Pyramidens topp faller i kalottens mittpunkt
och de 6vriga hornen pa klotsektorns koniska yta. Sok forhallandet
mellan pyramidens maximivolym och klotsektorns volym.

(Svar: (vV12+ V) : 187 =0,105.)

Kurvan y = *+axd+bxt+c gér genom punkterna (3; 3) och (0; 3).
Den senare dr en maximipunkt. Den ekvation, som man erhaller
genom att sitta derivatan = 0, har utom x = 0 tva rotter. Dessa
dro sa beskaffade, att summan av deras kvadrater dr 9. Berdkna
konstanterna a, b och c.

(Svar: a=0; b=-9;c=3.)

Medianen till en katet i en ratvinklig triangel bildar vinkeln v med
hypotenusan. Angiv det storsta viarde v kan anta samt triangelns
vinklar i detta fall.

(Svar: tanv = %\/i, v =19,48°, vinklarna 54,74° och 35,26°.)

Ellipsen b?>x? + a’y? = a®b? och cirkeln x? + y? = a® — b? skira
varandra i fyra punkter, vkilka utgéra hérn i en kvadrat. Sok ellip-
sens excentricitet.

(Svar: V2 -v2.)

En rit linje genom inflexionspunkterna pa kurvan x>y —x+y =0
bildar jamte kurvans normaler i inflexionspunkterna tvé kongru-
enta trianglar. Berdkna vinklarna i dessa trianglar.

(Svar: 59,04°, 52,12°, 68,84°.)

Andra hiftet

1985.

1986.

Sok och konstruera orten fér de punkter som &ro sa beldgna, att de
jimte maximi- och minimipunkterna till kurvan y = x3 —3ax bilda
liksidiga trianglar, nér a antar olika positiva virden. (1. Gunsjo.)

I parallellogrammen ABCD &r AB = b, AC = ¢, AD = d. En cirkel
genom A och C avskdr pa linjerna AB och AD segmenten AB; = x
och AD, = y, vilka rdknas positiva at B resp. D till frdn A rdknat.
Visa, att ¢ = bx + dy. X.)
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1987.

Det finnes i allménhet &tta cirklar, som tangera en given cirkel och
tvd givna icke parallella rdta linjer. S6k tyngdpunkten for de sexton
kontaktpunkterna pé linjerna. Sok dven tyngdpunkten for de étta
centra, nir linjerna dro vinkelréta. (V. Thébault.)

Enklare matematiska uppgifter

1988.

1989.

1990.

1991.

1992.

1993.

1994.

1995.

Los ekvationen tanx-tan2x + tana-tan2a +2 = 0, dar a 4r en
konstant.
(Svar: 90°+ a+ n-180°.)

Los ekvationen
1- sinx)_1 +(1- sinx)_2 +(1- sinx)_3 +-..=—-2cotx.

(Svar: x =300°+ n-360°.)

Bestdm storleken av den term i serien 42, 39, 36, ..., som dr 1/14
av summan av alla de foregdende termerna.
(Svar: 18 eller -105.)

I en given sférisk sektor med toppvinkeln 2v inskrives en regel-
bunden tresidig pyramid, sa att pyramidens topp faller i kalottens
mittpunkt och de 6vriga hornen pa sektorns koniska yta. Berdkna
pyramidens maximivolym.

(Svar: 2—17 3.3 tan? v, dér r dr sektorns radie; 2v < 96,38°.)

Forsta derivatan av funktionen f(x) = v1— x3 dr for ett visst x-
viarde medelproportional till funktionen sjidlv och dennas andra
derivata. Bestdm detta x-virde.

(Svar: —v/2.)

Sok koordinaterna for de punkter pa hyperbeln 8x2—y? = 72, vilkas
avstand fran den pé x-axelns negativa del beldgna brannpunkten
ar lika stort som avstandet mellan brannpunkterna.

(Svar: (5; £8v/2) och (-7; +8v/5).)

Till cirkeln x? + y? — 6x — 8y — 144 = 0 drages en sekant, som gar
genom origo O. Sekanten skir cirkeln i punkterna A och B. Sok
koordinaterna for en punkt C pa cirkeln sa beldgen, att strackan
CO dr medelproportional till strickorna AO och BO.

(Svar: (9,6; —7,2) och (-9,6; 7,2).)

Genom ena @ndpunkten av en parameter till ellipsen b*x?+a?y? =
a®b? drages en diameter. Dennas konjugatdiameter skir ellipsen
i punkterna A och B. Visa att — om storaxeln 2a varierar medan
lillaxeln 2b dr konstant — A och B rora sig sd, att de hela tiden
ligga pé var sin av tvd med y-axeln parallella linjer.

(Svar: De delar av linjerna x = +b, fér vilka -b < y < b.)
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1996.

1997.

1998.

1999.

2000.

P4 ellipsen b?x? + a®y? = a®b? viljes punkten P s4, att kurvans
tangent i P gar genom fokus till ellipsen a?x? + b*y? = a?b?. Visa
att normalen i P till den férstndmnda ellipsen gar genom den
senares fokus. Mojlighetsvillkor?

(Svar: a = bv/2.)

Andpunkterna fér tvé konjugathyperblars parameterkordor i forsta
kvadranten dro A och B. Diametrarna genom A och B dro konju-
gatdiametrar. Angiv excentriciteterna.

(Svar: v2.)

Kurvorna y = x? och y = a + bx — x? tangera varandra. Den senare
gar genom punkten (—1; —7). Bestdm konstanterna a och b.

(Svar: a; = -2, b1 =4; ap = —18, bp = —-12.)

Man har f(x) = cos xcos2xcos3x. Berdkna f*(0).

(Svar: 392.)

Diagonalen i en kvadrat &r lillaxel till en ellips, som skér kvadratsi-
dornas forldngningar under rita vinklar. Bestdm excentriciten.
(Svar: \/5 :3)

Tredje hiftet

2001.

2002.

2003.

I triangeln ABC tangera de vidskrivna cirklarna resp. sidori Ay, B,
C1. Om cirklarnas ytor dro i aritmetisk serie, géiller detsamma om
de cirklar, som ha radierna AA;, BB; och CCj. X))

Mittpunkterna pa sidorna AB, BC, CD, DA av den i en cirkel O
inskrivna konvexa fyrhérningen ABCD &ro resp. Aj, By, Cy, D;.
Hiérled ett linjart, homogent samband mellan produkterna
AB-0OC,,BC-0OD,,CD-0A;, DA-OB,;. (V. Thébault.)
Los ekvationen1: (ab+a+1)+1:(bx+b+1)+1:(ax+x+1)=1.
X)

Enklare matematiska uppgifter

2004.

2005.

Omx+y=ay, ¥*+y* = a, x*+y* = az,...x"+y" =a, ...,ocha; =
1,a,=3,sddr ayy1 = a,+a,_1, n=1,2,3.... Kan dven utstrackas
till negativa heltalsvarden pa n.

I en konvergent odndlig geometrisk serie ar forsta termen sin x,
andra termen sin2x och summan —sin3x. Bestim exakta vardet
av x.

(Svar: 252° + n-360°, 108° + n - 360°.)



Elementa Argéng 38, 1955

2006. Genom punkten (a; a?) pa kurvan y = x? kan man draga en eller
tre normaler till kurvan. Visa detta och angiv f6r vilka vdrden pd a
den ena eller den andra av de bada mojligheterna intréaffar.

(Svar: En normal om a? < 2, tre skilda om a? > 2, gransfall om at=2)

2007. Fran punkten (3; 3) kunna tvé tangenter dragas till kurvan 4y =
x% +4. Stk dessa tangenters ekvationer och berikna ytan av den tri-
angel, som begrédnsas av tangenterna och kordan mellan tangerings-
punkterna.

(Svar: x— y=0;2x—y—3=0. Ytan 4r 0,5 ytenh.)

2008. Pakurvan ay = x? rora sig tva punkter A och B s4, att skillnaden

mellan deras abskissor hela tiden dr konstant = ¢. Kurvans tangen-
ter i A och B skidra varandra i punkten P. Visa, att d4ven ytan av
triangeln ABP &r konstant och angiv ytans storlek.

(Svar: ¢3/4a.)

2009. Sidan ABitriangeln ABC &r given till 1angd och ldge, medan sidor-
na BC och AC variera. Sok orten for punkten C, om sambandet
a? - b? = ¢ giiller.

(Svar: En normal till AB, som delar AB i férhéllandet 1:3.)

2010. Franhogra brannpunkten i ellipsen m?x?+a? y*> = a> m? filles nor-
malen mot tangenten i punkten (0; m2). Sok orten for normalens
fotpunkt, nér storheten a 4dr konstant men m antar olika positiva
virden.

(Svar: Den del av cirkeln x2 + y2 =a
m < a, den del av y-axeln, for vilken giller y > a, om m > a.)

2, som faller i forsta kavdranten om

2011. Kateternaien réatvinklig triangel 4ro 2x cm och kx cm samt hypo-
tenusan hx cm. Mitetalet for triangelns yta métt i cm? &r lika stort
som métetalet for omkretsen i cm. Berékna k och h som funktioner
av x, upprita motsvarande kurvor samt angiv for vilka siffervarden
pé x uppgiften dr mojlig.

(Svar: k=4(x—-1): (x2 —-2x); h= (2x2 —4x+4): (x2 —-2x),x>2)

2012. I ett upptill 6ppet kérl, som invindigt har formen av en liksidig
cylinder med lodrét axel, nedldgges en stalkula och vatten pafylles,
tills kulan nétt och jamnt tackes. Hur forhaller sig for ett givet karl
klotets yta S till cylinderns basyta B, nér den erforderliga vatten-
maingden &r storst?

(Svar: S=2B.)

2013. Enlikbent triangel med konstant omkrets roterar kring ena benet.
Sok forhallandet mellan basen och sidan, nér rotationskroppens
volym &r sé& stor som moijligt.

(Svar: V17-3.)
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2014. Itriangeln ABC &r vinkeln A 120°, sidan AC 2 cm och bisektrisen
frdn hornet C 3 cm. Berdkna exakta virdet av triangelytan.
(Svar: 2,2\/§+ 2,4\/§ sz.)

Fjidrde hiftet
2015. For vilka konstanter a, b, ¢, och d ar identiskt
toad+bx’—cx+d=x-a)(x-b)x-c)x-d)? (N.J.)

2016. Pa sidorna i en vid A ratvinklig triangel uppritas utdt liksidiga
trianglar ABC;, BCA; och CAB;. Visa, att om triangeln A; B; C; dr
ratvinklig vid Cy, s 4r tan? C + tan® Aj = 1. (I Gunsjé.)

2017. I ekvationen
Ajcot(x—ay)+Ascot(x—az)+...+ A,cot(x—ay,) =0

aro Ay, Ay, ..., A, alla positiva; storheterna ay, ay, ..., a, aro oli-
ka och ligga mellan 0 (inklusive) och n (exklusive). Visa, att ek-
vationen har n st distinkta rotter xi, xp, ..., X, beldgna i ndimnda
intervall. Berdkna x; + x2 + -+ - + X, pd en multipel av niar. (X))

Enklare matematiska uppgifter

2018. Ett tal, vars alla siffror utom den férsta dro lika, fordubblas, varvid
ett tal erhalles, vars siffror utom den sista dro lika. Vilket dr det
forstndmnda talet?

(Svar: 1666...6, 2777...7,3888...8 och 4999...9.)

2019. Los ekvationen
tan x + tan® x + tan® x + --- = tan2x — tan® 2x + tan> 2x — ...

(Svar: n-180°% 15°+ n-180°.)

2020. Ien triangel ar r, = 4r = a. Berdkna vinklarna.
(Svar: A=73,74°, B=C=53,13°.)

2021. Ien triangel ABCdr A=60°, a=5cmoch T = v/3 cm?. Berikna
sidorna b och c.

(Svar: 4 (V37 +v21) cm.)

2022. Ienregelbunden tetraeder med kanten a bortskédres med ett plan
parallellt med en sidoyta en topptetraeder, vars begransningsyta
dr lika stor som den kvarvarande stympade tetraederns totala be-
gransningsyta. S6k det ndmnda planets avsténd till tetraederns
spets.

(Svar: 2a/3.)
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2023.

2024.

2025.

2026.

2027.

Ett plan ldgges genom ett horn av en oregelbunden tetraeder, s
att tvd kanter delas i forhallandet 1:2. Angiv i vilket férhallande
tetraederns volym delas av planet.

(Svar: 1:8 eller 2:7 eller 4:5.)

En regelbunden oktaeder och en kub ha samma kantlédngd och
gemensam medelpunkt. Kuben avskar lika stor volym av oktaedern
vid varje horn. Berdkna férhallandet mellan de delar av kuben och
de delar av oktaedern, som ligga utanfor kropparnas gemensamma
del.

(Svar: 3 (25+16v/2) = 15,88.)

I en réatvinklig triangel bildar medianen mot den ena kateten vin-
keln a med hypotenusan och den sokta vinkeln x med den andra
kateten. Man far da tva virden pé x, om sina < % Visa — med eller
utan rakning — att x; + x» + @ = 90°. (Se uppgift 1982 i marshiftet
1955.)

Angiv aterstdende sida i de trianglar, i vilka tva sidor dro 4 cm och
3v/3 cm samt en vinkel 30°.

(Svar: I forsta kongruensfallet blir tredje sidan /7 cm, i det fjirde (2\/§ +
V23) cm, om den stérre sidan star mot 30°, och %(9 +/37) cm, om den
mindre star mot 30°.)

Berdkna for x = 0 tredje derivatan av y med avseende pa x for
funktionssambandet x> —2xy +3x+y—2=0.
(Svar: 12.)



