Elementa Argéng 39, 1956

Argang 39, 1956

Forsta hiftet

2028. En regelbunden dodekaeder och en regelbunden ikosaeder dro
omskrivna kring samma klot (eller inskrivna i samma klot). Bestim
forhallandet mellan kropparnas volymer utan att berdkna dem var

for sig. X)
2029. Ivarje triangel 4r (p—b) (p—c) : bc = sin? %A. Visa detta utan annan
trigonometri dn definitionen av sinus. x)

2030. Bestdm heltalslésningarna till ekvationssystemet

y3=5x+2,
x3=5z+2.

(D.EL)

Enklare matematiska uppgifter

2031. Forenkla uttrycket Vx-x2-x3---x7: V/x-x3- x5 - x21-1,
(Svar: /x)
2032. Visa att uttrycket

sin® @ + sin® 8 + sin® (@ — ) + 2 cos a cos fcos(a — f)

har samma virde for alla vinklar.
(Svar: 2)

2033. Sidornaien parallellogram &dro a och b (a > b). Ytan ar %(a2 -b%).
Bestdm vinkeln mellan diagonalerna.
(Svar: 45°)

2034. Iden spetsvinkliga triangeln ABC férenas den omskrivna cirkelns
medelpunkt O med hérnen. Om ett av métetalen till de tre triang-
elytorna BOC, COA och AOB dr medeltalet till de bdda andra, sa
4r 4ven ett av talen tan A, tan B och tan C medeltalet till de bada
andra.

2035. Linjen AB dr diameter i en halvcirkel. Pa samma sida om AB ritas
en cirkelbage, vars medelpunktsvinkel dr 90°. M &dr en punkt pa
sistndimnda bage och N en punkt pé halvcirkeln. De bada punkter-
na dro sa beldgna, att medelpunktsvinklarna for bdgarna AM och
AN dro a° resp 2a°. I vilket forhallande delas ytan mellan bagarna
AB av linjen MN?

(Svar: tan? a)



Argang 39, 1956 Elementa

2036. En rit vinkel har sin spets pa y-axeln, ena benet gar genom punk-
ten (3,4), det andra skér x-axeln i P. S6k maximum av strackan
OP, dér O é&r origo.
(Svar: 4/3 langdenheter)

2037. Man har y = f(x)/(x — a). Visa att

6
y”'(O) - _ j;ia)

om f dr ett polynom av hogst tredje graden.

2038. Pa en jordglob dro A och B punkter pa ekvatorn och N ena polen.
Storcirkelbagarna AB, AN och BN i&ro alla 12 cm. En punkt pa
globen ligger 6 cm frdn N och 8 cm frén A. berdkna avstdndet PB,
om alla avstand &ro storcirkelbagar.

(Svar: 8cm eller 16 cm.)

2039. Koordinataxlarna dro symmetriaxlar till en liksidig hyperbel, asymp-
toter till en annan hyperbel. Visa att kurvorna rdkas under rét
vinkel.

2040. Punkten P ror sig pa den i forsta axelvinkeln liggande delen av rédta
linjen y = 1. Punkterna A(v'2, 0), O(0, 0) och B(—v/2, 0) forenas
med P. Sok det storsta véarde skillnaden mellan vinklarna OPA och
OPB kan na.

(Svar: 45°.)

Andra hiftet

2041. Itriangeln ABC, dér r dr radieniden in-, r, radien i den vid sidan
BC vidskrivna cirkeln, drages en transversal genom A, som skér
BC1iD mellan B och C. Stk ett samband mellan radien x i den i
triangeln ABD inskrivna ochradien yidenvid DCitriangeln ADC
vidskrivna cirkeln, som endast innehéller de givna storheterna.

X)

2042. Normalerna mot de linjer, som innehélla sidorna BC, CA, och AB
i triangeln ABC fran en punkt i rymden, raka dessa linjer i resp.
A1, By och C;. Vilken relation rader mellan vinklarna AA;C, BB A
och CC; B? S6k med hjilp av sambandet orten foér P, d& vinklarna
BB;Aoch CCy A édrlika. (N.J.)

2043. Punkterna A, B, C, D ligga pa en rét linje i angiven bokstavsfoljd.
Man sitter AB = x, BC = y, CD = z och forutsétter att x(x+ ) = z°
och y(y + z) = x°. Visa, att x, y, z kunna vara sidor i en triangel.
Berdkna dess vinklar. (efter Archimedes.)
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Enklare matematiska uppgifter

2044.

2045.

2046.

2047.

2048.

2049.

2050.

2051.

2052.

2053.

Los ekvationen 0,3(tanx + cotx) = sin2x + cos 2x.
(Svar: 13,28°+n-90°% —35,78°+n-90°)

I en likbent triangel 4r basen a och benen b. I vilket férhéllande
delas triangelns yta av héjden mot en av de lika sidorna?
(Svar: a?: (2b? — a?). Villkor: a < bv/2.)

I triangeln ABC delar hojden fran A sidan BC innantill i férhéllan-
det 3:10 fran C rdaknat. Hojden fran B delar AC i férhallandet 1:5
fran C rdknat. Bestdm triangelns vinklar.

(Svar: A=45° B =56,31°; C =78,69°)

Hypotenusan i en ratvinklig triangel 4r a och ytan T. En cirkel gar
genom den rita vinkelns spets och tangerar hypotenusan i dess
mittpunkt. Visa att cirkelns radie 4r a®/16T.

En fyrhorning ABCD &r inskriven i en cirkel, varvid AB = BC = a,
CD=x, DA=yoch BD =d.Visa, att xy = |d* — a|.

Visa, att den cirkel som gér genom tvé hérn och héjdernas skar-
ningspunkt i en triangel, dr lika stor som den kring triangeln om-
skrivna cirkeln.

Man véljer tre olika stora positiva tal, a, b och c. Visa, att ekvatio-
nen (b+ c—a)x*> —2bcx + abc = 0 alltid har tva olika stora, positiva
rotter,oma<b<c.

I en ellips drages en korda AB parallellt med storaxeln. Tangen-
terna i A och B réakasi C. Visa, att cirkeln genom A, B och C gér
genom ellipsens brannpunkter.

Genom en rorlig punkt pa kurvan y = x? dragas kordor PA och PB
med vinkelkoefficienterna 0 och 1. S6k orten for mittpunkten av
AB. Visa, att AB &r tangent till orten.

(Svar: 4y =4x%+1.)

Man har y = 3(tanx — cotx) + 3 (tan® x — cot® x). Visa, att ' =
16/sin* 2x.

Tredje hiiftet

2054.

2055.

Symmedianerna i en triangel rdka den omskrivna cirkeln pa nytt i
tre punkter. Konstruera triangeln, da dessa punkter dro givna.
Xx)
I'vilka trianglar med heltalssidor ha omkrets och yta samma mitetal?
(V. Thébault.)
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2056.

I en rak kon med lodrit axel och toppen nedat finnes en viss vitske-
volym v. En rak cylinder, vars axel sammanfaller med konens, ned-
sdnkes i vitskan, varvid den del av cylindern som befinner sig un-
der vétskeytan, har volymen v,. Visa, att v; < 0,8v. Men hur manga
procent stiger ytans hojd 6ver toppen, nédr v, =0,8v2 (1. Gunsjo.)

Enklare matematiska uppgifter

2057.

2058.

2059.

2060.

2061.

2062.

2063.

2064.

2065.

I triangeln ABC dr AB 4 cm och AC 5 cm. Hur stor skall BC vara
for att vinkeln A skall vara dubbelt sa stor som vinkeln C?
(Svar: 6 cm.)

En triangels sidor forhalla sig som 3:8:10. Visa att en av triangelns
vinklar &r exakt tre gdnger sé stor som en annan av vinklarna.

Bestdm en punkt pé linjen x — 2y + 6 = 0 s§, att summan av kvadra-
terna pa punktens avsténd till de tre punkterna (3,-2), (4,9) och
(5,8) blir sé liten som mojligt.

(Svar: (4,5).)

AB dr diameter i en cirkel och AC korda. D &r en punkt pa AB
sddan att AC = AD. For vilken vinkel BAC &dr ytan av triangeln
ACD sa stor som mojligt?

(Svar: 35,26°.)

I en romb med en vinkel v inskrives en kvadrat. Hur stor brakdel
ar dess yta av rombens?
(Svar: sinv/(1+sinv).)

En triangel ABC uppritad i ett ratvinkligt koodinatsystem, har hor-
net Aiorigo och hornet B pa x-axeln. Flyttar man B till punkten
(10,0) 6kas triangelns yta med 3 ytenheter; flyttar man C till (3, 8),
6kas ytan av den ursprungliga triangeln med 9 ytenheter. Bestim
koordinaterna fér hérnen B och C.

(Svar: B ligger i punkten (+9,0) och C pélinjen y = +6x eller B i (+2.5,0)
och C palinjen y = +0,8x.)

Upprita kurvan y = tan? x + 2tan x.
(Svar: period 7, ymin = —1 for x = 3n/4+ nn, inflexion saknas. Asymptoter
xX=n/2+nm.)

Kurvan y = x? + xsin v + cos v tangerar x-axeln for vissa bestim-
da virden pé v. Bestdm exakta vérdet pa tangeringspunktens
abskissa.

(Svar: +v/ \/5 -2.)

Den triangel, som bildas av h6jdernas fotpunkter i triangeln ABC,
har till sidor x-axeln, samt rita linjerna 4x —3y +24 =0 och 8x +
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2066.

2067.

15y —120 = 0. Bestam ekvationerna for sidorna i triangeln ABC.
(Svar: 2x-9y+72=0,4x—y—60 =0, 2x+y+12 = 0. Dessutom tre l6sningar,
i vilka en av dessa sidor bibehélles, medan de bada andra utbytas mot
tillhorande hojder.)

Man har x(b—atan y) = a+btan y.Visa, att y"'-y'=2(y")?+2(y")3 =
0.

Konstruera kurvan y = v3 —4sinx —2cos2x f6r 0 < x < 27.
(Svar: y=1-2sinxforsinx <0.50ch y =2sinx—1forsinx = 0.5; ymax =1
for x = /2, ymax = 3 for x = 1.57, minima = 0 for x = n/6 och 57/6;

gransmax = 1 for x = 0 och grdnsmin =1 for x = 27)

2068. Vilka 4ro de minsta primtalstvillingarna av typen a? — 24 och a? —

262
(Svar: 601 och 599.)

Fjidrde hiftet

2069.

2070.

2071.

Sok sambandet mellan summan och produkten av de tre storhe-
terna
(a=b):(a+b), b—c):(b+c),(c—a):(c+a). X)

Radikalaxeln till en triangels niopunktscirkel och den cirkel med
centrum i Feuerbachs punkt, som skér en vidskriven cirkel under
rédta vinklar, dr tangent till sistndmnda cirkel. (Kontaktpunkten
for niopunktscirkeln och den i triangeln inskrivna cirkeln kallas
Feuerbachs punkt.) (V. Thébault.)

Visa, att
F(x,y) =sin® (% +x)+ sin® (% +)
. (T Nz T
_Zsm(g+x)s1n(§+y)s1n(z+x+y)

ar en jamn funktion, dvs F(x, y) = F(-x,—}¥). X)

Enklare matematiska uppgifter

2072,

2073.

Visa att ekvationen 7x3 + 35x = 327 har endast en reell rot, som
med god approximation ger ett ndrmevarde pa 7.

Vilka primtal mindre &n 10 000 ha egenskapen att, om man etfer
talet satter dess kvadrat, sa dr det sa erhéallna talet delbart med
3332

(Svar: 233, 4229 och 7559)
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2074

2075

2076

2077

2078

2079

2080

2081

. Ienratvinklig triangel dr hypotenusan a langdenheter och méte-
talen for yta och omkrets lika. Visa att ytan dr (2a +4) ytenheter.

. Ien cirkel inskrives en réatvinklig triangel, i vilken hjden mot hypo-
tenusan dr 1 cm lédngre &n ena katetens projektion p& hypotenusan.
Hur stor méaste diametern minst vara?

(Svar: 2+v/8=4,83 cm)

. Visa, att det ej finnes vinklar, som satisfiera ekvationen cota +
cot B = cot(a + f).

. I'en likbent triangel dr en sida lika med den kring triangeln om-
skrivna cirkelns radie. Berdkna forhallandet mellan de vidskrivna
cirklarnas radier.

(Svar: tan75°: tan52,25° = 2,863, tan 15°: tan 82,5° = 0,035 28, eller tan30°:
tan75°=0,1547.)

. Med sidorna i en kvadrat som bas ritas utét liksidiga trianglar. En
cirkel med centrum i kvadratens mittpunkt gr genom trianglarnas
tyngdpunkter. Hur stor del av cirkelns periferi faller utanfor bade
kvadraten och trianglarna?

(Svar: %)

. Med sidan i en kvadrat som bas ritas utat en likbent triangel. En
cirkel med centrum i kvadratens mittpunkt gar genom triangelns
tyngdpunkt och delar de lika sidorna i forhéllandet 1:3 frdn basen
réknat. Sok forhallandet mellan triangelns och kvadratens ytor.
(Svar: 5 (V79— 4) = 0,5237)

. I den i en cirkel inskrivna konvexa sexhérningen ABCDEF &r
ABDE en kvadrat och ACDF en rektangel med sidorna a och
b. Berdkna kordan BC, om a > b.

(Svar: (a—b)/V?2)

. Bestdm konstanten a, s att rektangeln, som bildas av tangenterna
och normalerna i extrempunkterna till kurvan y = 2x> — 6x? + ax,
fér en yta av 256 ytenheter.

(Svar: a=-18)



