Elementa Argéng 42, 1959

Argéng 42,1959

Forsta hiftet

2193.

2194.

2195.

Tre cirklar med radierna r;, r» och r3 skdr varandra under rita
vinklar tva och tva. Hur stor &r ytan av den triangel, som har sina
hérn i cirklarnas centra? X)

G dr tyngdpunkten till tetraedern ABCD. Kantlinjerna BC, CA
och AB betecknas med respektive a, b och ¢ och de motstéen-
de kanterna med respektive a;, b; och c;. Visa, att Y (a® - czf)2 =

saxcat-(zcaz?). (V. Thébault.)

Cirkelbagen ABCD delas av punkterna B och C i tre lika delar. Om
man uppritar den cirkelbdge AD, som ligger pd samma sida av
kordan AD och tangerar kordan AB, kan det intraffa att den av
dessa bégar bildade "ménskiran” har samma yta som femhorning-
en ABCDE(A), dér E &r skdrningspunkten mellan linjerna AC och
BD. Sok villkoret harfor. (Efter Hippokrates, 5:e darh. f. Kr.)

Enklare matematiska uppgifter

2196.

2197.

2198.

2199.

2200.

2201.

Fore raknemaskinernas tid brukade man i engelska banker ersétta
den ofta forekommande divisionen N : 7300 (rdntan pa N pund
for en dag da rdntefoten dr 5% och ett &r 365 dagar) med N+ N :
3+ N:30+ N :300): 10000, ddar termerna kan erhallas genom
huvudrédkning.Hur stort procentuellt fel uppkom dirigenom?
(Svar: 0,01% for stort viarde.)

Talet 7921 dr en jamn kvadrat. Visa, att det tal som uppstér, nér n
nollor inskjutes dels mellan 1 och 2, dels mellan 2 och 9 samt n
nior mellan 9 och 7, varjimte n nior tillfogas i borjan av talet, dr
en jamn kvadrat.

Forenkla uttrycket b? : [a— a’:{a+b*:(a-b*: a)}].
(Svar: a.)

Kring en kvadrat med sidan a omskrives tvé likbenta trianglar med
lika ytor men olika héjder / och k. Visa, att 1/h+1/k =1/a.

I en rak kon &dr toppvinkeln 90°. Tva generatriser bildar 80° med
varandra. Hur stor vinkel bildar de, om mantelytan utbredes i ett
plan?

(Svar: 92,45°.)

Rita linjen 3x + 4y = 0 4r normal och tangent till kurvan y = ax® +
bx? + cx i de punkter, vilkas abskissor 4r 0 resp. 2,5. Ange kurvans
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2202.

2203.

2204.

2205.

ekvation.
(Svar: 3y =x(x-1(x-4).)

I vilket forhallande delar y-axeln den yta, som begrinsas av x-
axeln och kurvan y = sinx + cosx inom intervallet —7/4 < x <
3m/4?

(Svar: 3-v/8):1.)

Projektionerna av en punkt P pad kurvan y = ax” dr X pa x-axeln
och Y pa y-axeln. Rektangeln OXPY, dir O &r origo, delas av
kurvan i ett visst forhallande. Ange detta om n > 0.

(Svar:1:n.)

En variabel tangent till parabeln y? = x skir parabeln 2y = x + 2y
i punkterna A och B. S6k orten f6r mittpunkten av AB.
(Svar: Den inom parabeln beldgna delen av linjen x—2y+1=0.)

Fran en punkt P pa kurvan y(x? + 1) = 1 drages linjer som tangerar
kurvan i punkterna A och B med abskissorna x; och x;. Visa, att
X1X2 =—1.

Andra hiftet

2206.

2207.

2208.

Ien f6ljd av2n+1 konsekutiva hela tal &r summan avde n+1 forsta
talens kvadrater lika med summan av de n aterstdendes kvadrater.
Bestdm forsta talet i foljden. X)

I triangeln ABC &r sidan BC given till langd och ldge. Medianen
mot BC och ytterbisektrisen till vinkeln A 4r lika langa. S6k orten
for punkten A. (V. Thébault.)

I en cirkel (O; R) 4r AB en diameter och n en normal till AB. Dessa
element dr givna. En variabel linje genom A, som skér cirkeln pa
nytti P, rdkar n1i S, sé att dess normal i denna punkt skér cirkeln i
Q (och Q). Sok orten for mittpunkten av kordan PQ.

(Journal de mathématiques élémentaires.)

Enklare matematiska uppgifter

2209.

2210.

2211.

Rétterna till ekvationen ax? + bx —a = 0 4r x; och x,. Visa att
2+ 1)/x1+ (x5 +1)/x,=0. (@#0.)

Uppdela (1 - x?)(1 — y?) — 4xy i faktorer.

(Svar: 1-xy+x+y)Q-xy—-x-1y).)

I tva likformiga trianglar ABC och A} B1C, dra+b; =12, a1 +b =13
och a+ b = 15. Bestdm ldngdskalan.

(Svar:a:a; =3:2))
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2212.

2213.

2214.

2215.

2216.

2217.

2218.

En cirkelsektors medelpunktsvinkel dr 90°. En rektangel med tva
horn pé bagen é&r inskriven i sektorn. Visa, att forhallandet mellan
rektangelsidorna dr 1:2, om diagonalen och radien é&r lika langa.

En triangels sidor 4r 56 cm, 39 cm och 35 cm. Visa, att den storsta
vinkeln dr exakt 60° mer an den minsta.

En punkts avstand till den rita linjen y = x d&r medelproportional
till avstdnden till koordinataxlarna. Sk orten fér punkten.
(Svar: Réta linjerna y = (2 + v/3)x.)

En rorlig korda i parabeln y? = 4ax har den konstanta projektionen
21 pé styrlinjen. Sok orten for kordans mittpunkt; visa, att kordan
tangerar denna ort samt att den avskar ett segment med konstant
yta av den givna parabeln.
(Svar: Parabeln y2 + I = 4ax.)

I en likbent triangel med given sida och varierande bas inskrives
en kvadrat, s att tvd horn faller pd basen. Bestdm triangelns topp-
vinkel sd, att kvadratens sida blir s& stor som mojligt.

(Svar: 76,88° (tan %a =1:V2))

Parablerna y = —x? + 6x — 5 och y = x> — 6x + 11 skir y-axelni A
resp B. Kurvorna rékas i en punkt P med abskissan 2. Berdkna ytan
APB.

(Svar: 13% ytenh.)

Tva klot tangerar varandra i punkten O. Avstdndet mellan deras
medelpunkter dr a. Ett mot centrallinjen vinkelritt plan, som skéir
kloten, ldgges pa avstandet b fran O. Bestim den volym, som fran
O rdknat, inneslutes av kloten och planet.

(Svar: wab? volymsenh. — Man far v = fob 2max dx. Samma resultat erhal-
les, om kloten skér varandra i planet p och b &r avstdndet mellan p och
ovanndmnda plan.)

Tredje hiftet

2219.

2220.

Frén hérnen A, B och C i en triangel félles mot en rit linje norma-
lerna AA;, BB; och CC;. Pa dessa bestimmes punkterna Ay, By,
C, s, att AyAy: AjA=B1By: B1B=C1C,: C,C = k till storlek och
tecken. Visa, att normalerna fran A,, B,, C, mot BC, CA, AB rakas
i samma punkt. X.)

I cirkeln med medelpunkten O &r inskriven en regelbunden 26-
hérning, AgA; ... A5 Ag. Om O; och O, dr spegelbilderna av O i
diagonalerna Ay A24 och A; As, sa dr strackan O, O, lika lang som
sidanien i cirkeln O inskriven liksidig triangel. (V. Thébault.)
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2221.

En rit linje L skidr kurvan y = f(x) = apx™ +--- + a, i n distinkta

punkter. Vinkelkoefficienterna f6r kurvtangenterna i dessa punk-

ter och for L &r ky,..., k, respektive k. Visa att Y-} 1/(k, — k) = 0.
(N.J)

Enklare matematiska uppgifter

2222.

2223.

2224.

2225.

2226.

2227.

I den ratvinkliga triangeln ABC &r AM och AH resp. median och
h6jd mot hypotenusan BC. Fran H filles normalen HN mot AM.
Visa, att figuren innehaller fem strackor, av vilka tre dr aritmetiska,
geometriska och harmoniska medier till de tva éterstdende. - Om
1/a—1/b=1/b-1/c ar b harmoniskt medium till a och c.

(Efter Pappos, omkring 300 dr e. K.)
(Svar: AM, AH och AN &r respektive aritmetiskt, geometriskt och harmo-
niskt medium till BH och HC. Pappos uppger sig ha fatt denna uppgift
av en anonym matematiker. Sjdlv kunde han inte finna det harmoniska
mediet.)

Medelpunkterna till tre lika cirklar, som skér varandra tva och tva,
ar ekvidistanta punkter pa en rat linje. Denna figur innehéller (pa
flera sétt) fem strackor, av vilka tre dr aritmetiska, geometriska och
harmoniska mediet till de aterstdende, sedan man tillfogat en rat
linje utom centrallinjen.

(Svar: Centrallinjen for cirklarna I, II, III, skar IIIi P och Q, M dr centrum
for den mellersta, II, G ena skdrningspunkten mellan I och III, A mellan
IT och III. Linjen AM skér III pa nytti H. Da &r MA, MG och M H de tre
medierna till PM och MQ.)

For vilka vdarden pa a har ekvationen

X )2 ( a—1 )2 X a—1
+ = +
x+1 a x+1 a
en dubbelrot? Vilken dr dubbelroten?
(Svar:a; =v8-2,as =—(v8+2); 1)
Berdkna v/ ab® + a3b%, om a och b ir rétterna till ekvationen

133x% +397x 589 = 0.
(Svar: 2,212.)

Ien likbent triangel &r omskrivna cirkelns radie 2 cm och avstandet
fr&n hojdernas skdrningspunkt till basen 3 cm. Bestdm ytan.

(Svar: 21 % cmz)

I triangeln ABC é&r vinkeln A 90°. Hojden frdn A rdkar BCi H

och bisektrisen frdn B rakar AC i E. Visa, att sidorna bildar en
geometrisk serie, om HE &r parallell med AB.
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2228.

2229,

2230.

Om kurvan y = f(x) = ax® + bx? + cx + d har en maximi- och en
minimipunkt, s& gar linjen 3f"'(y' — f) + f'f” = 0 genom dessa
punkter och centrum. — Ledning: Visa forst, att ekv. dr linjir i x och
.

Fran en rorlig punkt P pa den réta linjen x = —3 drages tangenter
till parabeln y? = 4x. Tangenterna rakar vertextangenten i A och
B. Sk orten for medelpunkten till cirkeln PAB.

(Svar: Linjen x + 1 = 0. — Om normalen fran fokus F mot den givna linjen
(som kan vara godtycklig) rdkar denna i N, dr orten mittpunktsnormalen
till FN med undantag av punkter, som hor till P inom parabeln.)

En likbent triangel med toppvinkeln a &r inskriven i en cirkel.
En transversal genom cirkelns medelpunkt delar det ena benet i
forhallandet m : n frdn basen raknat. I vilket forhéllande delas det
andra benet (fr&n basen rdknat)?

(Svar: (2cosa —m/n):1.- Omien likbent triangel en transversal ¢ delar
de lika sidorna och héjden i férhéllandena fi, f> och fj, sd ar fi + fo = f.
Gér ¢ genom den omskrivna cirkelns centrum, sd ar fj, =2cosa.)

Fjarde hiftet

2231.

2232.

2233.

I ena dndpunkten B av en parabelkorda AB drages kurvans tan-
gent. En godtycklig diameter skir kordan i O, parabeln i P och
tangenten i T. Med AB parallella linjer genom P och T skér dia-
metern genom Ai A respektive A,. Diametern genom B skér A; P
i By. Visa, att ytorna AOT A2(A) och ABB; A;(A) ar lika stora.  (X.)

Sidornas mittpunkter i triangeln ABC 4r A, By, C; sa att A ligger
pé BC. Pa sidornas mittpunktsnormaler avsittes A} Az, B1 B2, C1C»
proportionella mot a, b, c och riktade alla ut ur triangeln eller alla
inat. Normalen genom A mot B, C, skir A; Ay i A3. Pa samma sétt
erhalles Bz och Cs. Visa, att AjA3:B;B3:CiC3=a:b:c.

(V. Thébault.)

I sagan om Tors besok hos jittarna fick Tor som bekant utan att
han visste om det gora ett forsok att lyfta Midgdrdsormen. Om
vi forutsitter, att ormen réackte runt jorden, sa att den bet i sin
stjart, hur hogt lyfte Tor ormen, om den tdnjdes en meter. Jordens
omkrets dr 637 mil. (I. Gunsjé.)

Enklare matematiska uppgifter
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2234.

2235.

2236.

2237.

2238.

2239.

2240.

2241.

2242.

2243.

SOk exakta viardet av den reella roten till ekvationen
2x3+x?-3x+3=0.

(Svar: -3 : (19 — 1). - Multiplicera bada leden med 9.)

Los ekvationssystemet:
x2+xy+y2 =7, x*+xz+z*=13, y2+yz+z2 =19.

(Svar: x, y och z &r resp. +1, +2, +3 eller +5:v/3, F1: V3, F7:V3.)

I varje triangel ABCadra: AH+b:BH+c:CH=abc: AH-BH-
CH, om H #r ortocentrum. Ovre tecken for A spetsig, undre for A
trubbig, om A &r storsta vinkeln.

Vilket av bréken v/6,5: (V63 —+/11,25) och 3,4: (V112 —v/20) &ar
storst?
(Svar: Det senare; kvoten 4r 10v/26 : 51.)

Visa, att summan av de inverterade virdena av det storsta och det
minsta av fyra godtyckliga konsekutiva positiva hela tal ar stérre
dn summan av de mellerstas inverterade viarden.

I triangeln ABC, dir AB: AC = V3:1, utdrages sidan BC. Pa for-
langningen tages punkterna D och E, s& att BC = CD = DE. Visa,
att AE: AD=V/3:1.

Bestam de exakta vdarden, som termerna 3sin x, 4cosx och 2: cos x
var for sig antar f6r viaren pa x, som satisfierar ekvationen 3sinx +
4cosx=2:co8x.

(Svar: +1,2v/5, £0,8v/5 och +2v/5 eller +0,6v/5, ¥1,6v/5 och Fv/5.)

Hur stor &r vinkeln mellan sidoyta och bottenyta i en regelbunden
fyrsidig pyramid, dédr den inskrivna och den omskrivna sfaren har
samma medelpunkt?

(Svar: 65,53°.

— For baskantvinkeln v i en regelbunden n-sidig pyramid med koncent-
riska in- och omskrivna klot géller cos v = cos(x/n) : (1 + cos(/n)) dvs.
sin%v-cos% =0,5.)

Vilka vdrden kan avstdndet mellan vertex och ndrmaste brann-
punkt anta i en ellips, dar parametern dr 1 cm?

(Svar: Mellan 0,25 och 0.5 cm.)

Avstandet mellan foci i en ellips &r storre dn lillaxeln. En cirkel
uppritas med lillaxeln som diameter. En tangent till cirkeln gér
genom ena fokus skdr lillaxeln i P och Q. Visa att PQ &r lika med
halva storaxeln.



