Elementa Argéng 50, 1967

Argang 50, 1967

Forsta hiftet

2603. Lat ¢y, &y, ..., &, vara stokastiska variabler med vianteviarden E[¢;],
i=1,2,...,n. Visaatt

E[max(glr 527 ey fn)] = maX(E[fl]) E[&Z]) ) E[‘fl’l])
(Fran ettbetygsskrivning i matematisk statistik. Inséind av Lennart Rdde.)
2604. Funktionen f &r reellvird, har kontinuerlig derivata pa intervallet
0<x<1och f(0) = f(1) = 0. Visa foljande pastdenden:
a) Om f(x) #0for0<x<1,sdantar f'/f allareella virden, d&
x genomloper intervallet 0 < x < 1.

b) Om|f'(x)|<1,0<x<1,sddr

1
f x|f(x)|dx<1/8.
0

Kan likhet gélla i sistndmnda relation.
(Torgny Lindvall.)

2605. f &renkontinuerlig funktion pd 1 < x < cosddanattlimg—. f;’ f @ g7x

existerar. Visa att lim,_. ; fl fx)dx=0.

Enklare matematiska uppgifter

2606. {a,ly° dr en talfdljd sddan att 0 < a, < 1 och lim,—.o a, = 1. Sétt
M, =1[0,a,]U[l,1+a,_1]U...U[n, n+ apl. Visa att U‘r’f’:l M, =
[x: 0<x<o00]. ([i, i+ a,_;] betecknar det slutna intervallet {x: i <
x<i+ap_l.)

2607. Ange tva positiva talfdljder {a,}]° och {b,}{° sddanaatt }_1/a, och
> 1/b, béada ar divergenta men ) 1/(a, + b,,) konvergent.

2608. En funktion &r deriverbar i xy och f(xo) = 0. Visa, att | f| &r deriver-
bar i xo om och endast om f’(xp) = 0.

2609. Visa, att om x och y &r heltal med |x| > |y, s& giller att x> — y? >

2|lx|-1.
2610. Visa, att hm H exp(k2 ) 3 (exp(x) betecknar ¢*.)
2611. Visaatt § %% X<k
(Ledning: Beteckna vinsterledet med x och studera xy, dir y =
2.4 100
2.4, 100,
3°5 101
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2612.

2613.

2614.

{an}{° dr en talfoljd sddan att a,, — 0, d& n — oo. Sétt by, = an—an+1.
Visa att 3 {° b,, ar konvergent och att dess summa &r a;.

For vilka reella tal x géller
|sin3x—4sinx| <1?

(Svar: —m/6+ nr < x < /6 + nmx, n heltal)

En stokastisk variabel ¢ har tathetsfunktionen f, dér f(x) = ax+b,
—1<x <1, aoch breella konstanter, samt f(x) =0, |x| > 1. Mellan
vilka vdarden kan a och b variera? Mellan vilka virden kan férvintan
E(¢) och variansen o2 (¢) variera? (Ledning: Det géller att f(x) =0
och [% f(x)dx=1)

(Svar: —1/2<a<1/2;b=1/2; -1/3<E()<1/3;2/9< 02(5) <1/3)

Andra hiftet

2615.

2616.

2617.

A dr en matris med n rader och n kolonner, sddan att Ak =0 for
nagot naturligt tal k. Visa att matrisen E — A &r inverterbar. (E dr
enhetsmatrisen med n rader och n kolonner.) (Bengt Klefsjo.)

Lata;, i=1,2,3,..., vara en strikt vixande f6ljd naturliga tal, som
inte innehéller nagot primtal och som enbart bestér av relativt
primiska tal (dvs. a; och a; har ingen gemensam faktor stérre 4n 1
om i # j). Visa att

) —<oo

i-14i
(Paul Erdos i Elemente der Mathematik.)

f ar en kontinuerlig reellviard funktion pd —oco < x < oo sddan att
det for varje x finns nagot naturligt tal n (som kan bero av x) sa att
fn(x) = x. Har betecknar f;, den n gdnger sammansatta funktionen
fn(x) = f(fu-1(x), for n=2,3,... och f; = f. Visa att f &r strikt
monoton.

Enklare matematiska uppgifter

2618.

2619.

2

Antag att x € M; = x € (M n M3) UCM, och att CMz < M,. Medfor
detta a) M} c M», b) M c M3? (Hér ar M; delméngder av en viss
grundmingd M och Cvy) ar komplementet av M;)

(Svar: a) Nej, b) Ja)

. 1-2z)2 ..
Visa att (—) ,z# -1, |z| =1, ar reellt.
1+z
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2620.

2621.

2622,

2623.

2624.

2625.

2626.

For vilka virden pd a &r vektorerna (a, 1, a+1) och (4, a, 3a) linjart
beroende?
(Svar: a=2)

En urna innehéller 7 lappar numrerade fran 1 till 7. Tre lappar
drages utan aterldggning. Vad ar sannolikheten att det nast lagsta
av de dragna numren &r 4.

(Svar: 9/35)

Talet a viljes slumpvis i intervallet 0 < a < 10. Vad dr sannolikhe-
ten att ekvationen x? + ax + 1 = 0 far reella rotter? (Ledning: Los
ekvationen for att fa villkor pa a som ger reella rotter.)

(Svar: 4/5)

Visa att ekvationen log x — arctan(x — 1) = 0 har tva olika positiva
rotter. (Ledning: Studera den funktion som definieras av vénsterle-
det.)

Y.7° a; &r en konvergent serie. Undersdk om Y22 (exp(a;) — 1) &r
konvergent om

a) a;=0,allai,

b) a; har godtyckligt tecken.

(Svar: a) Konvergent, b) Ej nodvandigtvis konvergent)

Bestidm alla tvi ganger deriverbara funktioner f med f'(x) > 0 for
alla x och lim,_._o, f(x) = 0, som uppfyller f”(x)f(x) = (f’(x))2
for alla x.

(Svar: f(x) = AeB*, A och B godtyckliga positiva konstanter)

Omtalen ¢;, i =1, 2, ... uppfyller antingen 0 < ¢; < 1 f6r alla i, eller
ci=z1forallai,ochvidare0<p=<1,ségillerférallan=1

n n
[Ta-p+pcy=i-p+p]]ec.
i=1

i=1

Tredje hiiftet

2627.

2628.

Betrakta polynomet P(x) = ¥.!'_, a,x", ddr a, 4r konstanter, a,, # 0.
Lat k vara ett fixt naturligt tal, k < n. Beteckna nollstéllena till
den k :te derivatan P® (x), med x,, g =1,2,...,n—k. Visa att

Z Xy = k . Gn1 1 (Anders Huszdr Jr.)
n ap

En triangel med sidoldngderna a, b och ¢ och ytan S &r given.

Fran en punkt i planet drages normalerna mot sidorna. Visa att

summan av kvadraterna pa normalernas ldngder &r storre dn eller

lika med 482/ (a® + b? + ¢2). (Bengt Klefsjo.)
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2629.

I den harmoniska serien Y_{°1/n strykes all termer 1/n for vilka
giller att talet n innehéller siffran 9. Ar den uppkomna serien
konvergent eller divergent?

Enklare matematiska uppgifter

2630.

2631.

2632.

2633.

2634.

2635.

2636.

2637.

2638.

Visa att det inte finns heltal k, m och n sddana att
[(k+nv2)/n]®=2.

(Ledning: anvind att /2 &r ett irrationellt tal.)
Bestdm de komplexa tal z som uppfyller lzI2=1=|z-1]3.
(Svar: Re z = 1. Re betecknar realdelen)

ZZ_|Z|2
|=—=|=0.

Visa att for varje komplext tal z # 0 4r Re
Visa att for varje naturligt tal n galler att n! = n’/2. (Ledning: An-
védnd t.ex. att (1+1/n)" <3.)
4|x

Visa att _ Al <1 i omradet som bestims av x> + y> < 1, x

1+x2+ y?
och y reella tal. Kan likhet gélla? (Ledning: Anvénd t.ex. olikheten
[xyl< #.)
(Svar:Ja, for |x| =yl = ‘/TE)
Funktionen f 4r definierad f6r alla reella x genom f(x) = x%-|x|
fér x # 0 och f(0) = 0. For vilka reella virden pa konstanten a &r f
deriverbar i origo?

(Svar: a > 0)
n

Berdkna r;glgo T+ for de reella x for vilka gransvirdet existerar.
(Svar: 0 for |x| <1,1/2f6r x =1, 1 for |x| > 1)

a ar ett reellt tal och P = (a, 2a) ar en punkt med koordinater a
och 2a i ett visst koordinatsystem. For vilka virden pa a ligger P
inuti eller pa randen av triangeln med horn i punkterna (-2, 3),
(3,4)och(1,1).

(Svar:5/8<a<17/9)

For vilka reella virden pé a &r ekvationssystemet
x+az=1
2x+ay+z=>5/2
(a-1)x+6z=2

16sbart? For vilka reella a finns entydig l6sning?
(Svar: Losbart for a # —2. Entydig 16sning for a # 0, 3 och -2)
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Fjdrde hiftet

2639. f dr en reellvird, begransad och kontinuerligt deriverbar funktion
pa (—oo, 0o) sddan att f(x) + f'(x) < 1 for alla x. Visa att f(x) <1
overallt. (Torgny Lindvall.)

2640. f dr en reellviard funktion pd (—oo, 00). Visa att médngden av punk-
ter pa (—oo, 0o), dar f har strikta maxima, &r numrerbar.

2641. M, ir mingden av punkter i det 6ppna intervallet 0 < x <1 och M,
méngden av punkter i det slutna intervallet 0 < x < 1. Bevisa att det
finns en 1 — 1 motsvarighet mellan M; och M, dvs en omvandbar
funktion fran hela M; till hela M.

Enklare matematiska uppgifter

2642. ay, ay, ..., a, dr givna tal och sy = Z’f a;jfork=1,2,..., n. Visa att
2y tsiai =Y} alg +52.
2643. Funktionen f &r reellvdrd och kontinuerlig i origo och

lim M =
x—0 X

A>0.

a) Visaatt f dr deriverbar i origo och bestam f'(0).

b) Visaatt limy_.,o(f(x))* existerar och berdkna gransvirdet.
(Ledning: (f(x))* = exp{xlog f(x)} om f(x) >0.)
(Svar: A respektive 1)

2644. Los ekvationen 23+ 22 +2z+1=0.
(Svar: —1; i)

2645. f dr en reellvdrd funktion definierad i ett 6ppet intervall I som
innehaller origo. Vidare &r f deriverbar i origo med f(0) = 0 och
f'(0) = 1. Fér varje x € I finns ett dppet intervall I(x) som innehél-
ler origo, sa att

f+y)=[fx)+ fUIL- fx) f()]

for alla y € I(x). Visa att f &r deriverbar och att f/(x) = 1 + (f(x))°
for x € I. (Ledning: Bilda (f(x+ y) — f(x))/y.)

2646. Visa att i foregédende uppgift f(x) =tanx, x€ I.

. 2 L
2647. Lat Svara klassen av 2 x 2 matriser av typen (g On ), dir n ar ett

heltal skilt fran noll.
1. Visaatt S &r sluten under matrismultiplikation, dvs. att M) €
S och M, € S medfor att M; - M> € S.
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2. Visa att S har ett neutralt element vid matrismultiplikation,
dvs. att det finns en matris E € S sa att

M-E=E-M=M

for alla M € S.

3. Har varje element i S en invers i S vid matrismultiplikation,
dvs. finns det, for varje M; € S, ett element M, € S, s att
M, - M, = M, - M, = E, dar E &r ett neutralt element?

1 2
(Svar: 2. E = ( 0 0) ar neutralt element.

3. Nej. Om vi vid definitionen av S hade betraktat rationella tal n # 0
istdllet for heltal, hade svaret varit ja )

2648. x1, xp, ..., x, dar reella tal med medelvarde m, dvs m = %Z? Xi.
1. Visa att Z?Zl(xl +a) =0, areellt, om och endast om a = —m.
2. Bevisaatt Y7 (x; - m)? < L' (x; — a)? for alla reella a # m.
3. Gdller det for varje val av {x;}' att

n n
Y lxi—ml <) |x;—al
1 1

for alla reella a?
(Svar:3.Nej. Ex..n=3,x1=x2=1,x3=-1,a=1)



