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Forsta hiftet
2649. a) A och B ’spelar cigarr”, vilket som bekant tillgér pa foljan-

b)

de satt. Omvéxlande placerar de inbordes lika, jimntjocka
cigarrer pd ett rektangulért bord, varvid varje ny cigarr mas-
te placeras sa att den ej helt eller delvis 6vertdcker redan
utplacerade cigarrer. Den som forst inte kan finna plats for
ytterligare en cigarr har forlorat. Visa att den som placerar
den forsta cigarren alltid kan spela sé att han maste vinna.

En dédsdémd probabilist far av skarpréttaren en sista chans
att klara livhanken pa foljande sétt. Han far tva lika lador
och 20 kulor, av vilka tio dr svarta och tio 4r vita. Han skall
placera kulorna pa nagot sitt i de bada ladorna. Sedan tar
skarpréttaren pd méafa en kula ur en ldda. Om denna kula ar
svart, blir probabilisten avrittad, i annat fall blir han frislappt.
P4 vilket sétt bor han lampligen férdela kulorna i de bada
ladorna? (Rudolf Tabbe.)

2650. P &r en punkt inuti triangeln ABC med ytan T. Genom P dras
transversaler parallella med sidorna. Dessa transversaler avskér av
triangeln tre parallelltrapetser, vars sammanlagda yta 4r S. Visa att

5T
S —. (Arne Pleijel.)

3

2651. a, b och k ar positiva heltal. k &r ett primtal; a och b dr relativt
prima. Visa att

a-1 b-1
Y k' och ) K
i=0 i=0

dr relativt prima. (Ulf Persson.)

Enklare matematiska uppgifter

2652. Undersok hur ménga losningar ekvationssystemet

(a-1)x+2ay+2=0
2ax+(a-1)y-a+1=0

har for olika virden pé den reella konstanten a.
(Svar: Entydig 16sning utom da a = —1 eller a = 1/3. Oédndligt manga
l6sningar f6r a = —1. Ingen 16sning for a = 1/3. Jamfor den geometriska

tolkningen av skdrningen mellan tva linjer)
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2653.

2654.

2655.

2656.

2657.

2658.

2659.

2660.

Finns det i binomialutvecklingen av

i

, x>0,

1 )18
Iz
. r ..
ndgon term av formen a - —, dér a dr en konstant?
X

(Svar: Ja)

Hur ménga tal finns det mellan 100000 och 999999 som innehéller
exakt fyra 4-or?
(Svar: 1170)

= 1 1
Visaatt [ | (1 - m) =3 (Vansterledet betecknar gréansvérdet, dd
n=2

N — o0, av produkten avde N—1 faktorerna 1— #, n=273,...,N.)

For vilka reella tal a finns det strikt positiva tal x;, i =1, 2, ..., sd att

o0
Zx?<oo?

o0
Y xi=1 och
i=1 i=1

(Ledning: det maste gélla att x; — 0dé& i — c0.)
(Svar: a > 0)

Visa, att kvadraten pé varje udda (respektive jamnt) heltal kan
skrivas som skillnaden mellan kvadraterna pé tva heltal, av vilka
det ena &r en (respektive tva) enheter stérre dn det andra.

Visa, att kvadraten pa alla heltal med en femma som sista siffra
kan skrivas som skillnaden mellan kvadraterna pa tva heltal, av

vilka det ena dr 5 enheter storre dn det andra.
2

* sin” x

Man vet att >
0 . O . x
Integrera t ex den senare integralen partiellt.)

®sinx

12 7
dx = 7 Visa att dx = 2 (Ledning:

Lat p;, pp och v vara parvis oberoende slumpvariabler. Sitt ¢ =
U1 +vochn=pu+v.Visa att Kov[¢, n] = Var[v]. (Kov[¢, n] = E[(£ -
E[¢&]) - (n— EInD)]; Var[v] = Kov[v, v]: E betecknar matematisk for-
vantan.)

Andra hiftet
2661. Visa att »
p
om p och g ar positiva heltal. ©.)
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2662.

2663.

f1 och f; dr tvé reellvdrda funktioner pé (—oco,00) med egenskapen
att om f;(xp) > a dér xp och a ar godtyckliga reella tal och i = 1
eller 2, sa finns ett 6ppet intervall som innehéller xy sddant att
fi(x) > afor alla x i det 6ppna intervallet. Visaattom f = fi+ f>
ar kontinuerlig, sa dr f; och f> kontinuerliga.

[a;]{° dr en given talfdljd. Visa att 3.7° x; och }.° a; x; konvergerar
samtidigt for alla val av [x;]{° om och endast om

o0
Y lai—aj-1l<co och lim a; #0.
2 1—00

Enklare matematiska uppgifter

2664. Visa att

2665.

2666.

2667.

2668.

2669.

2670.

PRACH VALY
(=" n!
Lat x vara storre dn 0. Visa att

da n — co.

n
D"y

v=1

4
log)'™v-T] logx_“] —logx
pu=1

da n — oo. (Ledning: Anvand foregdende uppgift.)

Los ekvationssystemet

sl

dér n och k ar positiva heltal.
(Svar:n=14, k=5)

Talen 1, 2, 3, ..., n placeras i olika punkter pd en cirkels periferi.
Man gar sedan runt cirkeln och bildar alla produkter av intilliggan-
de tal. Summan av dessa n produkter betecknas med S. Bestim
maximum av S for varje fixt n > 1.

(Svar: %(21’13 +3n2-11n+ 18))

Funktionen f dr definierad fér x > 0. Dér &dr f(x)/x avtagande. Visa
att f(x; +x2) < f(x1) + f(x2) for alla x; > 0 och xp > 0.
Funktionen f &r kontinuerligt deriverbar pA0< x <1 och f(0) =
f(1) = 0. visa att det finns ett x, 0 < x < 1, sddant att f(x) = f'(x).

Man viljer talen x och y pd méafa i (0,1). Bestdm sannolikheten for
att
a) lx—-yl=s1/2
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2671.

2672,

b) [x—yl=1/2.
(Svar: a) 3/4; b) 0)

f ar en monotont vixande positiv funktion fér x > 0. g dr den
inversa funktionen till i, dar h(x) = x*/3- f(x). Visa att

2/3

glax)<a“’gx) fora=1.

M och N éar dndliga midngder med m respektive n element. Be-
trakta funktioner fran M till N, vars definitionsomrade &r hela
M.

a) Hur ménga olika sddana funktioner finns det?

b) Hur ménga funktioner finns det som har inverser?

(Svar: a) n'"; b) Inga om n < m, annars (nfz!n)!)

Tredje hiiftet

2673.

2674.

2675.

En reell funktion f #r kontinuerlig och uppfyller f(x) + f(x?) =0
for alla reella x. Bestdm f. (Torgny Lindvall.)

Antag att f och g &r tva funktioner, som &r kontinuerliga, avtagan-
de och positiva for x = 0 och sédana att integralerna [;° f(x) dx
och [y° g(x) dx divergerar. Lat h = min(f, g) vara den funktion
som definieras av att i(x) = min(f(x), g(x)). Kan det gilla att
Jo? h(x) dx konvergerar?

P,(x),n=1,2,...4rett polynom av grad n med reella koefficienter
och med koefficienten 1 framf6r x"-termen. Dessutom géller

1
f P (x)Pp(x)dx=0, omn#m.
-1
Visa att for varje n

1 1
inff (x”+a1x”_1+...+an)2dx=f (Pn(x))zdx,
-1

-1

dér inf tages over alla reella tal a,.

Enklare matematiska uppgifter

2676.

Bestdm konstanten c s att funktionen f definierad péa (—oo, co)
av
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2677.

2678.

2679.

2680.

2681.

2682.

2683.

c/x* forx=1
f(x)=43/4 for0<sx<1
0 forx<o0

blir frekvensfunktion f6r en sannolikhetsférdelning.
(Svar: c=3/4)

En viss typ av radioror har den i féregdende uppgift givna fordel-
ningen for sin livstid (métt i 100 tim). Berdkna medelvédrde och
standardavvikelse for den sammanlagda livstiden for 10 ror av
denna typ. (Rorens livstider antages oberoende av varandra.)
(Svar: 73 och v10)

P& méngden av alla heltal definieras en kompositionsregel o ge-
nom
aob=a+b-2.

a) Arden associativ (dvs giller (aob)oc = ao (boc))?
b) Har den ett neutralt element (dvs finns det ett element e s&
attaoe=eoa = aforalla a)?
c) Har varje element a en invers (dvs finns det ett element a~!
sdattaoa~! = a~'oa = e, dir e dr ett neutralt element)?
(Svar:a)Ja;b)Ja, e=2;¢c)Ja, a =4 —aq)

Visa att summan av kuberna pa tre pé varandra foljande naturliga
tal 4r delbar med 9.

1 [e’s)
f logx dx:—f logx dx.
o 1+x2 1 1+x2

En funktion f uppfyller differentialekvationen

Visa att

F'@+g f')+h(x)fx)=0
iett oppet intervall J. Vidare 4r h(x) <0 f6r x € J. Visa att f ej kan
ha ett strdngt positivt maximum i intervallet J.

Visa, att for varje a > 0 géller
n"t% > (n+ 1"

da n ar tillrackligt stort.

(x;)° &r en f6ljd av reella tal sddana att x; — A d4 i — oo. Vi sitter,
for alla i,

i-1 i1
KD 4 U

Xi+ X j j
M =l—’+lochxl§”=%f6rj=2,3,.--

1
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2684.

Visa att lim x;] )= Aforallai.
J—0o0o

Mellan 7 stycken punkter &r enkelriktade "vdgar” givna sa att man

endast kan rora sig i en riktning pa varje vdg. Vagnitet har den

egenskapen att om man ldmnar en punkt sd kommer man aldrig

tillbaka till samma punkt. Vilket dr det storsta antal vdgar ett sadant

system kan ha?

(Svar: M)
Fjidrde hiftet

2685.

2686.

2687.

Lat f och g vara reellvédrda, kontinuerliga funktioner i intervallet
0 < x < 1. Antag att f dr vixande och g avtagande. Visa att

1 1 1
fo f)gx)dx Sfo fx) dx-f0 gx)dx.
For vilka f och g géller likhet? (Torgny Lindvall.)

Antag att f dr en reell funktion definierad i (—oo, co) sddan att

fx+y)=fX+f@) och fxy=yfx)+xf(y)

for alla reella x och y (jamfor deriveringsoperatorn). Visa att f(¢) =
0 for alla reella algebraiska tal ¢. (Ett reellt, algebraiskt tal £ dr ett
reellt tal som &r rot till ndgon algebraisk ekvation med heltalskoef-
ficienter.)

(fn)$° dr en f6ljd av reella, kontinuerliga funktioner pd 0 < x < 1.
Kan det gélla att

0, xirrationellt
im0~

1, xrationellt?

Enklare matematiska uppgifter

2688.

2689. Foljande méngder &r givna: —

Funktionen x ~ 2log x askadliggors aven ¥
av kurvorna A— D. Vilken?
(Svar: Ratt kurva ar C) 1

M ={z;|Rez| +|Imz| = 3}
M, = {z;Re z och Im z &r heltal}

b4
M3 = {z;argz< E}

T
My = {z,0<arg(z—31) < E}
Ms ={z;|z—3i| <2}
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2690.

2691.

2692.

2693.

2694.

2695.

2696.

Bestam

a) MinM,n M;

b) Mo N Msn My

c) MonMyn M5
(Svar: a) @; b) @; c) {1 +4i})

. ' X x\x/n
Bestdm ) omf(x)—rgz(l—;) .

(Svar: % -1 +Zg° %log(l -1 ])

n

Visa att for varje heltal n = 1 géller

(Zn) n (Zn)
<4"<(2n+1) .
n n

M= (? Z) ir en matris med reella element a, b, ¢ och d saddan

att MX = XM for alla matriser X = (il

X:
2) med reella element.
3 X4

. a 0
Visa att M = (
0 a

Visa att det finns positiva konstanter ¢, och ¢, sddana att

gl
T4~ n T on

), dér a ar ett godtyckligt reellt tal.

3o

for alla positiva heltal n.

For en talfoljd (an)gO géller att a,, = |a,—1 — ap—2| f6r n=2, ap och
a; givna. Visa, att om gy och a; &r heltal, sa finns odndligt ménga
n sadana att a,, = 0.

Antag att f dr en kontinuerligt deriverbar, vixande funktion och
att f(1) = 1. Antag vidare att f(x)/x dr avtagande for x = 1. Visa att
fX)=s12-x)forl<=x<2.

Ledning: Betrakta likheten

X X
flf(t)dtz[tf(t)]’f—fl tf'(r)dt.

Funktionen f &r reell, definierad fér x > 0, deriverbar i 1 och
dessutom giller for alla x, y > 0 att f(xy) = f(x) + f(y). Visa att
f(x) =Clnx, dér C &r en reell konstant.

Ledning: Hirled en differentialekvation som f satisfierar genom
attanvédnda att f(1) =1 och

Fay-fx) 1 f-f)
xy-x  x y-1




