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Argang 54,1971

Forsta hiftet

Matematiska uppgifter

2822,

2823.

2824.

2825.

2826.

2827.

2828.

Bestdm alla reella tal x sddana att
lx-112-3]x—1|+2<0

(Svar: {xeR: —1<x<0lu{xeR: —2<x<3})
Visaattom x> y>1sddrxy—1>x—y>1In(x/y).
Undersok om punkterna (1, 2, 0), (2,0, —-1), (-1, 3,0) och (4,2, 1)

ligger i ett plan. (Parallellkoordinatsystem.)
(Svar: Ja, punkterna ligger i ett plan)

Vektorn u; med koordinaterna %(1, 0, 1) dr given. Bestdm tva

vektorer U, och u3 sa att uy, Uy, usz ar en ortonormerad bas for
vektorerna i rummet. (Ortonormerad bas.)

. o = o = L _
(Svar: Texup = (0, 1,0) och ug = \/E(l' 0,-1))

. a b). . .
Matrisen A = (c d) ar given. Visa att det finns tal ¢y, ¢, ¢ som

inte alla 4r noll och som uppfyller c; A% + c; A+ ¢pE = O, dir E =

1 0 0 0
(O 1)ochO—(O O)'

I en dldre larobok har vi hittat f6ljande: »Funktionen f ar stréangt
véixande och deriverbar. Da &r differenskvoten
fx+h) - fx) S
h

for alla h # 0, eftersom téljaren och ndmnaren har samma tecken.
Ur (1) far vi genom att 1ata 7 — 0, att

0 (1)

f'(x) > O»

Ar slutsatsen i den sista meningen riktig? Om inte, forklara var felet
ligger, gdrna genom att ge ett exempel.

Med en randpunkt till en icke-tom punktmingd M i planet menas
en punkt a sddan att varje cirkel med medelpunkt i a innehaéller
en punkt som tillhér M och en punkt som inte tillhér M. Mangden
av randpunkter till M betecknas med r(M).
a) Visaatt for godtyckliga icke-tomma méngder A och B i planet
giller att r(AUB) c r(A) U r(B).
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2829.

2830.

2831.

b) Ge exempel pa att r(AU B) kan vara en dkta delméngd till
r(A)ur(B),dvsatt r(AUuB) #r(A) Ur(B).

De stokastiska variablerna X och Y dr sa beskaffade att P(X #0) =
P(Y#0)<a.Visaatt P(X+Y #0) < a.

Lét f vara en kontinuerlig icke-negativ funktion sidan att [;° f(x) dx
ar konvergent. Visa att det finns en talfoljd (xk)i":1 sadan att x; —
oo och f(x) —0da k — oo.

(Svar: T ex (xx) 72, ddr f(xg) =infg_1<y<k £ (X))

Att (G, *) dr en grupp innebdr att

1) = &r en associativ kompositionsregel pad G

2) detfinnsettelementee Gsdattexg=g*e=gforallageG
(kallas neutralt element)

3) till varje g € G finns ett element g7 e Gsd att g+ g~ ! =
g7 '+ g = e (g7! kallas invers till g med avseende pa *)
Antag nu att gruppen (G, *) dr dndlig, dvs G = {g1, g2, ..., gn} &r
en dndlig méngd. Antag vidare att (H, *) dr en undergrupp till
(G, *).Satt Hx gj=th*g;j: he Hi for j=1,2,,..., n. (Observera

att H = g; inte behover vara en grupp.)

a) Visaattvarje elementi G tillhor H=g; for nagotj=1,2,,..., n.

b) Visa att om gj, * gj’q1 € Hsd dr H * g;, = H * g;, och om

gi, *g]fql gHsddrH+gi, NHxgi, =@.
Antag att H * gj,, H * gj,,..., H* gj, dr de mingder ur H *
g1, H*g,..., H* gy sddanaatt g, g].‘q1 ¢ Hfor j, # jg. AV
a) och b) foljer att H » gj,, H * gj,,..., H * gj, 4r en klassin-
delning av G, dvs en uppséttning parvis disjunkta mangder
vars union dr G.

¢) Visaatt H och H * gj, har lika madnga element genom att visa
att funktionen f: h ~ h* gj, & omvdndbar och har hela
H « g;, som virdemédngd.

d) Visa Lagranges sats: Antag att (H, *) dr en undergrupp till
den dndliga gruppen (G, *) och att o(H) och o(G) betecknar
antalet element i H respektive G. D4 giller att o(G) dr delbart
med o(H).

e) Antagatt (G, *) dr en grupp med o(G) = p, ddr p &r ett primtal
och att (H, *) dr en undergrupp till (G, ). Visa att H = {e}
eller H = G. (e betecknar det neutrala elementet i (G, *).)

f) Antagatt (G, *) dr en dndlig grupp. Visa att om g € G s finns
ett minsta positivt heltal n sd att g" = e, dar g" = g« g *
gx*...x g.Visaatt ({e, g, gz, ..., &, *) dr en undergrupp till
(G, ), den cykliska undergruppen som alstras av g. Visa att
0(G) dr delbart med n.
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g) Visa att varje grupp (G, *) med o(G) = p, dér p dr primtal dr
cyklisk, dvs G = {e, g, g2, ..., gP~'} for nagot g € G.

Andra hiftet

Matematiska uppgifter

2832.

2833.

2834.

2835.

2836.

2837.

2838.

2839.

Visa att om n &r ett heltal sd 4r 3n + 2 aldrig kvadrat pa ett heltal.
(Latinlinjen, 1930.)
“log(8x>+7) _

Los ekvationen =3.
“log(2x+1)

(Svar: x=1/2)

(Latinlinjen, 1932.)

Bestdm det exakta forhallandet mellan de bada periodiska deci-
malutvecklingarna 0,0454545 ... och 0,054054054 ...

(Latinlinjen, 1932.)
(Svar: 37/44)

Los ekvationen (z+1)° = 25 + 1. (Reallinjen, 1938.)
(Svar: 0, -1, -3 (1% iV/3))

Man bildar alla mojliga brak i vilka tdjaren d&r mindre 4n ndmnaren
samt tdljaren och nimnaren dr nigra avtalen 1, 2, 3,..., n. Berdkna
summan av dessa brak. (Reallinjen, 1934.)
(Svar: —"(’Z_U)

I en given rétvinklig triangel, i vilken en vinkel dr 30°, har man
inskrivit en likbent, ratvinklig triangel, sa att den réta vinkelns
spets faller pa den givna triangelns hypotenusa. Vidare dr de bada
trianglarnas hypotenusor parallella. Berdkna forhéllandet mellan

triangl?/gnas areor. (Latinlinjen, 1932.)
. 7V3+12
(Svar: T+)

Strackan AA; med ldngden a dr given. A, dr mittpunkt pa stric-
kan AA;, As ar mittpunkt pa strickan A; Ay, A4 dr mittpunkt pa

strackan A, As osv. Punkterna Aj, As, As, ..., Ay, ...ndrmar sig
obegrinsat en viss punkt da n — oco. Berdkna denna punkts av-
stand fran A. (Latinlinjen, 1939.)

(Svar: 2a/3)

Man betraktar den rotationskropp som uppkommer, da en lik-
bent parallelltrapets roterar kring den ldngsta av de bada parallella
sidorna. Vilket &r det storsta virde som, denna rotationskropps
volym kan anta, om den sida, kring vilken rotationen sker, har
konstant ldangd lika med a, samt de 6vriga sidorna véljes s att
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2840.

2841.

2842.

2843.

den likbenta parallelltrapetsens omkrets dr konstant lika med

3a? , (Reallinjen, 1934.)
(Svar: 2
P4 ett horisontellt bord ligger fyra klot, vartdera med radien 8 cm,

ordnade si att deras medelpunkter bildar en kvadrat med sidan
16 cm. Ovanpa dessa klot ldgges ett femte som tangerar de 6v-
riga och vars radie dr 25 cm. Hur hogt 6ver bordet ligger dess
medelpunkt? (Reallinjen. 1935.)
(Svar: 39 cm)

Visa att i varje triangel dr
asin A—bsinB = csin(A— B)

om a, b och c beteckanr ldngderna till de sidor som star emot
vinklarna A, B respektive C. (Reallinjen, 1936.)

Lat p(x) vara ett polynom av graden 3 med reella koefficienter som
har lokalt minimum i (a, p(a)) och lokalt maximum i (b, p(b)).
Bevisa attt inflexionspunkten till kurvan y = p(x) dr mittpunkt pa
sammanbindningslinjen mellan (a, p(a)) och (b, p(b)).
(Reallinjen, 1939.)

Ange i sa enkel form som mojligt 16sningarna till ekvationssyste-
met

x-by+b’z-b>=0

x—ay+a’z—a®=0
x—cy+c?z—c® =0

dér a, b och c dr givna, sinsemellan olika, konstanter.
(Latinlinjen. 1935.)
(Svar: x=abc,y=ab+bc+ac,z=a+b+x)

Tredje hiiftet

Matematiska uppgifter

2844.

2845.

Ténk pé ett tal. Addera dértill det tal som dr en enhet storre dn det
Du ténkte pa. Addera 9 till det erhallna resultatet, dividera darefter
med 2 och subtrahera slutligen det ursprungliga talet.

Du fick svaret 5, inte sant? Hur kan jag veta det?

Lat C; och C, vara tvé cirklar vars radier har lingderna r; resp
. Antag att C; och C, skdr varandra under rit vinkel samt att C;
skdr sammanbindningslinjen mellan cirklarnas medelpunkter i
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2846.

2847.

2848.

2849.

2850.

2851.

2852.

mittpunkten av en radie till C,. Bestam férhallandet ry/r,.
(Svar: 4/3)

Lat x1, X2, ..., X241 Vara ett udda antal givna positiva hela tal och
1&t y1, y2, - .., Y2n+1 vara samma heltal uppraknade i ndgon annan
ordning. Visa att produkten (x;—y1) (X2 —¥2) ... (X241 — V2n+1) alltid
arjamn.

Vad &dr sannolikheten att i ett tresiffrigt slumptal siffran i mitten
betecknar ett storre tal 4n vad forsta och sista siffran betecknar?
Exempel pa sddana tal dr 582 och 073.

(Svar: (12 +22 +...+9%)/10% = 0,285)

Bestdm heltalsdelen av 1g(10™ + 1) - 1g(10” — 1) for varje heltal n = 2.
(Med heltalsdelen av x menas det heltal m som uppfyller m < x <
m+1.)

(Svar: n?— 1)

Funktionen f har kontinuerlig derivata fér x = 0. Vidare géller att
Jo° fydxoch [5° f'(x) dx bada dr konvergenta. Visa att f(x) — 0
da x — oo.

Med x ~ arcsin x menas inversa funktionen till x ~ sinx, —% <
x < 7. Séledes giller att

y=sinx
X =arcsiny 7I<x<7r

2

\S]

a) Beridkna arcsin (%)

3n
b) Berikna arcsin (sin ?)

¢) Rita kurvan y = arcsin(sin x)

(Svar: a) m/4,b) —7/2)

dx

2n
Integralen f S
0 5+3sinx
skaper. Ett av nedanstdende alternativ dr det ritta virdet. Avgor

vilket!

gar inte att berdkna med gymnasiekun-

T T 3 T 3 7
O-— O-= —
2 6 10 2 2 2

(Svar: /2)

a) Ange en f6ljd av 10 konsekutiva positiva heltal som inte inne-
héller nagot primtal.
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2853.

b) Visa att f6r varje positivt heltal z finns en f61jd av n konseku-
tiva positiva heltal som inte innehéller ndgot primtal.

Visa att varje kurva med ldngd 1 kan tdckas av en rektangulédr
pappskiva med area 1/4.

Fjirde hiftet

Matematiska uppgifter

2854.

2855.

2856.

2857.

2858.

2859.

2860.

Kaptenen &r dubbelt s& gammal som skeppet var nir kaptenen var
lika gammal som skeppet dr nu. Kaptenens och skeppets totala
alder &r 56 &r. Hur gamla &r skeppet och dess kapten?

(Svar: Kaptenen &r 32 ar och skeppet dr 24 &r)

3

Bestém alla heltal x och y som satisfierar ekvationen x3 -y = 7.

(Svar:x=2,y=1lochx=-1, y=-2)

En urna innehaller 8 svarta och 2 vita kulor. Man drar kulor pa
maféd och utan aterldggning tills man far en vit kula. Vad &r det
mest sannolika antalet dragningar som erfordras?

(Svar: 1 dragning)

Visa att det inte finns ndgon funktion som satisfierar
xf'(x)+ fx)=|x| forallaxeR

Talf6ljden (a)$, 4r given genom att

1
ay=1 och ap1=a,+— forn=1.
an
Visaattlnn<a,<nforallanezZ,.
(Ledning: Visa den hogra olikheten forst.)

Per och Pal har i en botanisk tradgard plockat 7 frukter av aptitligt
utseende. De ir lyckligt ovetande om att tre av frukterna &r giftiga.
Per viljer pa mafa fyra av frukterna och 4ter dessa. De aterstden-
de &ter Pal. Hur stor dr sannolikheten att bade Per och Pl blir
forgiftade?

(Svar: 6/7)

Visa att det finns precis ett positivt tal a sddant att olikheten
Vx=1+alnx

ar sann for alla x > 0. Bestdm detta vérde pa a.
(Svar:a=1/2)
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2861. Bestam en funktion f, definierad och deriverbar for x > 0, som
uppfyller féljande:
) f()=2
2) alla trianglar med ett horn pa kurvan y = f(x), ett i motsva-
rande tangents skidrningspunkt med y-axeln och ett horn i
origo har arean 1.

1 1
: =x+—ell =3x——
(Svar: f(x) =x+ p eller f(x) =3x x)

2862. Funktionerna f, fi, f2, f3, ... dr sddana att f,,(x) < f;,+1(x) for alla
noch alla x. Vidare géller att f;,(x) — f(x) dd n — oo for alla x. Visa
attom {x: f,(x) > a} 4r 6ppen for alla n sé ar {x: f(x) > a} 6ppen.
(En icke-tom mingd M av reella tal kallas 6ppen om till varje tal
Xo i M det finns ett 6ppet intervall I sddant att xo € I och I € M.)



