Elementa Argéng 59, 1976

Argang 59, 1976

Forsta hiftet

Matematiska uppgifter

3020. Los pa enklaste sdtt ekvationssystemet

3021.

3022.

3023.
3024.

3025.

x+7y+3v+5u= 16
8x+4y+6v+2u=-16
2x+6y+4v+8u= 16

5x+3y+7v+u=-16

(Svar: x=v=—-2ochy=u=2)

Lat aoch bvaratvatalmed0<a<1ochO0< b <1. Visa att for alla
x och ymed 0 < x < y géller att

abyb+ 1-a)x’ = (ay+(1 —a)x)?

I en cirkel med radien r dras kordan AB. Lat M vara mittpunkten
pa cirkelbédgen AB och l&t O vara cirkelns medelpunkt. ABCD &r
en rektangel dér sidan CD tangerar citkeln i M. Lat nu R beteckna
arean av rektangeln ABCS, S arean av segmentet ABM och v vin-
kelm AOM. Berdkna lim,_¢ S/R.

(Svar: 2/3)

Visa att talféljden cos 1, cos2, cos3, cos4, ... inte &r konvergent.

Visa att om P(x) &r ett reellt polynom med enkla reella nollstéllen
s& har ekvationen (P'(x))? — P(x)P"(x) = 0 ingen reell rot.

Trianglarna ABC och APQ ifiguren &r liksidiga.
1) Visaatt strdckorna CQ och BP &r lika ldnga.
2) Bestdm vinkeln mellan CQ och BP.

Q

A p
(Svar: 60°)

3026. Visa att ekvationen sin x = 1gx har precis tre rotter.
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3027. Man genererar ett femsiffrigt slumptal. Bestim sannolikheten att
det dr av typen 13459, dvs siffrorna i talet bildar en strangt vixande
foljd.

(Svar: 0,00252)

3028. Det pastés att Catalan 1876 observerade att med pg =2 och p,4+1 =
2Pn —1f6rn=1,2,3,... sd fickhan primtal fér n =0, 1, 2, 3 och 4.
Han undrade d& om p,, 4r primtal for alla n. Han klarade emellertid
aldrig av att undersoka ens ps darfor att talen i foljden véxer véldigt
snabbt. Sdlunda innehaller ps ungefir 1038 siffror. Kan du visa det?

3029. Visa att heltalsdelen av (2 + v/3)" 4r udda for alla positiva heltal 7.
(Med heltalsdelen av 6,567 menas heltalet 6.)

Andra hiftet

Matematiska uppgifter

3030. Bestdm alla positiva heltalslosningar till ekvationssystemet

20x+6y+2z=200
X+y+2z=100

(Svar: x=5,y=1,z=94)

3031. Visa att det finns tre rationella tal x, y och z som inte 4r heltal men
som gor x + y + z and produkten xyz till heltal.

3032. Ettklot med given radie dr inskrivet i en rak cirkuldr kon. Visa att
nar konens volym dr minimal s& dr dess toppvinkel 2 arcsin(1/3).

3033. 1 p_arallell_ogrammet &CD ar vinkeln A < 90°. Visa att |AC| =
(IAB| +|BCl)/v2 didr [PQ| betecknar avstdndet mellan P och Q.

3034. Lat a och b vara hela tal sidana att a + b och a? + b® bada &r
delbara med 7. Visa att bade a och b dr delbara med 7. Visa dven
att pastdendet ar falskt om 7 byts mot 49.

3035. Betrakta foljande egenskaper for en funktion definierad for x = 0
och med f(0) =0:
1. flax+(1-a)y)<afx)+(1-a)f(y)forallaamed0<a<]l,
dvs f ar konvex
2. x— f(x)/x ar vaxande, dvs f dr stjirnformad
3. flx+y)=f(x)+ f(y) forallax=0och y=0, dvs f ar super-
additiv.
Visa att egenskap 1. medfor egenskap 2. och att egenskap 2. medfor
egenskap 3. Fundera ocksa pa om villkoret f(0) = 0 ar visentligt
for slutsatsen och om det dr mojligt att vinda pa implikationerna.
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3036.

3037.

3038.

3039.

Talféljderna a,, az, as,... och by, by, bs, ... dr givna av rekursions-
formlerna a,,1 = Zai —1och b4 =2a,b, samt begynnelsevir-
a
dena a; =3 och by =2. Visa att lim b—” =2.
n

Funktionen f dr tva ganger kontinuerligt deriverbar for x = 0. Vi-
dare 4r f(x) = 1+ x?g(x) dar g 4r en begransad funktion. Visa att
g dr deriverbar for x > 0 och att xg'(x) — 0d& x — 0, x> 0.

Funktionen f och dess derivator f’ och f” #r kontinuerliga. Vidare
giller att || fIl <1 och || f"|l <2 dér || gll = maxeo,1)1g(?)]. Visa att
If'l<3.

Visa att det finns en kontinuerlig funktion f sddan att

fy fx)ysinxdx =1och fj f(x)cosxdx=2.

Tredje hiiftet

Matematiska uppgifter

3040.

3041.

3042.

3043.

3044.

3045.

1 1 1
Visa attom x+ y+ z=0sd dr determinanten | x y z|=0
PRI

Hur ménga kort ska man dra utan aterldggning ur en vanlig kort-
lek for att sannolikheten att f& exakt ett ess ska bli s& stor som
mojligt?

(Svar: 13)

Lat a, b, ¢, d, e och f vara heltalen fran och med 1 till och med
6 i ndgon ordning. Tala om vilken bokstav som svarar mot vilken
siffraom Dufarredapaatta+b<c+dochc+e<a<f.

Visa att en triangels hojder kan vara 11, 21 och 22, men inte 10, 20
och 21.

Funktionen f 4r kontinuerlig i en omgivning av a och deriverbar i
a. Visa att N :
1 a+ f (a)
lim — t)— at=——.
lim hzfa Lf () - fla)] 2

Du har sex olika punkter. Drag alla méjliga sammanbindningslinjer
mellan tva punkter med hjilp av en r6d penna och en bla penna.
Visa att det maste finnas minst en triangel vars sidor har samma
farg.
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3046. Vi sdger att en tipsrad dr sammanhéngande om det efter varje 1
foljer 1 eller x och efter varje 2 f6ljer x eller 2. Visa att det finns
1
5 [(\/5 +)+(vV2-1H ] olika sammanhingande tipsrader med
13 matcher.
3047. Sitt fy(x) = e* och fu41(x) = xf),(x) for n =0, 1,2,.... Visa att
X o fn()/nl=e®.
3048. Funktionen f dr tva gdnger deriverbar. Vidare giller att " dr be-
gransad och lim,_ o, f(x) existerar. Visa att f’(x) — 0 di x — oo.
3049. Bestim summan av alla heltal n med 1 < n <300 som dr delbara
med 3, 5 eller 7.
Fjidrde hiftet
3050. Los ekvationssystemet
X1 +X2+x3=0
Xo+Xx3+x3=0
X3+ X4+x5=0
X10+X11+x12=0
X11+X12+x1=0
X12+X1+x2=0
(Svar:x1 =x4=X7=X10=S5, X2 =X5=Xg=X11 =, X3 = Xg = X9 = X]2 =
—s—tdér soch t dr godtyckliga tal)
3051. En kvaternion dr tal av typen a+ bi + cj + dk, dar a, b, coch d ar

3052.

reella tal medan det for i, j och k géller

li=il=i ij=—ji=k i
lj=jl=j  jk=-kj=i j°=-1
lk=kl=k ki=-ik=j Kk?*=-1

Visaatt (1+i+ j+ k)% = -2%,

Kalixkillen Kalle har i Pors6fjdrden hittat en flaska i vilken det fanns
féljande beskrivning 6ver en nedgréavd skatt:

”Ga fran galgen till eken. Fortsitt en lika lang striacka vinkelrétt
at vanster. Stick ner en kniv i marken. Ga tillbaka till galgen. Ga
fran galgen till tallen. Fortsatt en lika 1ang strécka vinkelrdtt at
hoger. Skatten dr nedgravd mitt emellan Dig och kniven.”

Kalle uppsoker platsen finner han till sin stora besvikelse att
galgen 4r forsvunnen. Han konsulterar da sin vin pitepilten Pelle
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3053.

3054.

3055.

3056.

3057.

3058.

3059.

som kan riakna med vektorer. Med Pelles hjédlp kommer Kalle &t
skatten. Hur?

Bestdm alla trianglar med egenskapen att samtliga sidoldngder &r
heltal och att arean &r lika stor som omkretsen.
(Svar: Det finns fem stycken ndmligen de med sidolédngder 6, 25 och 29; 7,
150ch 20; 9,10 och 17; 5, 12 och 13 samt 6, 8 och 10)

Visa att det finns positiva rationella tal @ och b med a # b samt a
och b ej heltal for vilka a” = b®.

Man placerar slumpmassigt tre punkter pa en cirkelperiferi. Visa
att sannolikheten att punkterna ligger inom en halvcirkel &r 3/4.

Visa att det for varje val av de positiva heltalen k och 7 finns
ett positivt heltal m som &r delbart med k och som uppfyller att

(\/ﬁ+\/§)n:\/m+l+\/ﬁ.

n

n
L4t P vara matrisen /4174 och P" = a}} a}f . Lat vidare
1/4 3/4 o1 Gy

P° vara den matris vars element ar a‘l?;? =lim;,— a;’j. Visa att
poo — (aﬁ a§) _ (1/2 1/2).
as] as, 1/2 1/2
2. 12
. a a +b 2ab
Ledning: Om P = (b oab a4 bz)'
Lat Ziozl ay vara en serie med partialsummorna s, = a; +az +---+
ap,n=1,2,3,....

b) sa blir P? =
a

a) Visaattom ay >0 foralla ksd dr Y27 | (ax/sy) divergent om

o a1
1 @k dr divergent.

b) Visa att om vi tillater godtyckligt tecken pa ay sa finns det di-
vergenta serier i | ay for vilka Y77 (ax/si) dr konvergent.

Femtonspelet gdr som bekant ut pa att flytta femton kvadratiska
brickor vertikalt och horisontellt for att ddrigenom uppna en viss
sifferfoljd. En hel del siffermonster dr dock omojliga att uppna.Visa
exempelvis att man inte kan flytta sa att sifferféljden i vinstra
figuren dndras till den i den hogra figuren.
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