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Argang 60, 1977

Forsta hiftet

Matematiska uppgifter

3060.

3061.

3062.

3063.

3064.

3065.

3066.

3067.
3068.

3069.

Los ekvationssystemet

xy=8

Ylogx+*logy =2
(Svar: x =y = /8)
16s ekvationen 6sinx —6sin2x + 5sin3x = 0.
(Svar: x = n-180°, 84,26° + n-360°, —84,26° + n-360°, 60° + n-360°, —60° +
n-360°)
Man ska gora en hydda i form av en kon medelst ett stort antal lika
l&nga sténger vilka med sina 6vre &ndar sammanstélls i en punkt.
Vilken lutning mot marken bor stdngerna ha for att utrymmet i
hyddan ska bli sa stort som mojligt?
(Svar: 35,2°)

En aritmetisk serie har egenskapen att en godtycklig partialsumma
ar lika med kvadraten pa termantalet. Vilken dr serien?
(Svar:1+3+5+7+...)

I vilket talsystem skrivs 433 som 531?
(Svar: Talsystemet med basen 9)

Ett istdcke har for ndrvarande en tjocklek pa 1000 cm. Det 6kar
varje ar pa vintern med 0.05% av sin tjocklek men minskar var-
je sommar med 60 cm. Hur linge drdjer det innan istdcket har
smalt?

(Svar: 2500 ar)

Lat ABC vara en likbent och vid C rétvinklig triangel. Med C som
centrum och CA som radie &r en cirkel uppritad. Fran en punkt B
pa periferin dr parallellt med AB dragen en linje som skér linjen
genom A och CiE ochlinjen genom B och Ci F. Visa att kvadraten
pd avstdndet mellan A och B dr lika med summan av kvadraterna
pé avstanden mellan D och E och mellan D och F.

Visa att om 7 ir ett udda heltal s dr n® — n delbart med 24.

Vilken andragradsekvation har till rotter kuberna pa de inverterade
virdena av rotterna till x2 + px+ g = 0?
(Svar: g3 x% + p(p? -3q)x+1=0)

Konstruera en triangel dd man kénner en sida samt de in- och
omskrivna cirklarnas radier.
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Andra hiftet

Matematiska uppgifter

3070.

3071.
3072.

3073.

3074.

3075.

3076.

3077.

3078.

I ekvationen “logx + *loga = ?log ax 4r a och b positiva tal skilda
fran 1. Bestdm ett samband mellan a och b s att ekvationen far
precis en 16sning.

(Svar: a = h2(1£V2))

Visa att (n!)% > n” for alla heltal n > 2.

Lat x;, X2, X3,... och y1, y2, y3,... vara tva talfoljder. Vi vet attt x; =
y1 =4 och att

2Xp+1=Xn+ Yn
2Yn+1=3Xn+ ¥n
forn=1,2,3,... Visa att lim, oo /X, = v/3.

Visa att varje heltal av typen 4k + 3 kan skrivas som en produkt av
tva heltal vars summa dr delbar med 4.

Lat a, b och ¢ vara tre olika rationella tal. Visa att

U S
(b-c? (c-a? (a-b)?

ar kvadraten pa ett rationellt tal.

Lat f vara en kontinuerlig funktion saddan att

ff(x)dx:f xf(x)dx:f x*f(x)dx=0.
0 0 0

Visa att f har minst tre positiva nollstéllen.

T 1
Visa att cos = \/2 +V2+ V2 + V2, dér antalet rottec-

2n+1 = E

ken 4r n.

Visa att det finns en funktion g sddan att g'(x) = f(x) dar

1
sin— forx#0
fx)= X
0 forx=0

En kub delas i n® lika stora delkuber. Tvé av dessa viljs pa ma-
fa. Bestdm sannolikheten att de valda kuberna har en sidoyta
gemensam.

(Svar: 6/(n(n® + n+1)))
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k
3079. Polynomet P(x) &r av graden n. Bestdim P(n+ 1) om P(k) = ——

k+1
fork=0,1,2,..., n.
(Svar: P(n+1) =1 om n dr udda och n/(n+2) om n ir jamnt.)

Tredje hiftet

Matematiska uppgifter

3080. En gymnasist skulle berdknalog A/log B. Efter att ha férkortat med
den gemensamma faktorn log fick han

logA A 3

logB B 4

Bestdm A och B.
(Svar: A=64/27 och B =256/81)

3081. Vilket ar det storsta virde som vinkeln 6 mellan vektorerna u =
(b, c,a) ochv=(c, a,b) kan anta?
(Svar: 120°)
3082. Visa att
(al+ag+~--+an)2<a1 as a,
Aot T A, A AT,

for allareella tal a;, ay, ..., an, A1, Ag,..., Aj.

3083. En talfoljd ar given genom

ap=1
ak+1=ak+ik,k20.
"

Visa att talfoljden dr konvergent.

3084. Visa att ekvationen 11x%™ — 9y?" = 15 saknar heltalslosning for
alameZ,.

3085. Av tva identiska urnor innehéller den ena tva svarta kulor och en
vit och den andra en svart och tva vita. Du ska tala om vilken urna
som &r vilken. Innan Du svarar far Du dra tva kulor. Visa att det
ar likgiltigt om Du drar kulorna ur samma urna eller en kula fran
varje urna.
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3086. Med hjilp av en riknedosa kan man upptidcka méanga lustiga rela-

tioner, t.ex.
987 9876 987654321
— =8.024, —— =8.0032,..., ————— =8.000000073.
123 1234 123456789

Bréken ligger alltsa mycket néra 8 och allt ndrmare ju ldngre fram i
f6ljden man kommer. Férklara detta fenomen genom att visa att

987...(10-k) 81k
=8+ ,k=1,2,...,9.
123...k 10k+1 —10-9k
3087. Visa att

1

1+ 1+\/1+...=1+—1

1+

1+...

3088. Varje J i multiplikationen svarar mot nagot av talen 0, 2, 4, 6 eller
8 och varje U mot négot av talen 1, 3, 5, 7 eller 9. Olika J och U
kan svara mot olika siffror. Byt ut alla J och U mot siffror sa att
multiplikationen blir korrekt.
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3089. Visa att
a) $(e2+e?) < > for alla x.

b) pe*'P + ge 19 < ¢*/8P*4) for alla x, om p > 0, g > 0 och

p+qg=1.
Fjirde hiftet

Matematiska uppgifter

3090. Visa att ekvationen (*loga)? + (*log x)? = 2b har fyra reella rotter
om a > 1 och b > 1. Visa ocksa att om s betecknar summan av de
tre minsta av dessa rotter s géller limj_.o, s = 2.



Elementa Argéng 60, 1977

3091. Visa att for triangeln i figuren géller B = 2 A.

B 5 A

3092. Los ekvationssystemet

x(x+y)+z(x—-y)=a
yy+2)+x(y-2)=b ,
zZ(z+x)+y(z—x)=c
dér a, b och c dr positiva tal.
3093. Visaattom f dren monoton funktion sidan attlim 4. J; IA x4 f(x)dx
existerar, sa galler limy_o, x**! f(x) = 0.
3094. Antag att ekvationen x> + ax? + bx + ¢ = 0 har tre reella rétter a, 8
ochy,dira<f<y.Visaatty—a = va?-3b.
3095. Visaatt n"—n®+n-1 dr jamnt delbart med (n - 1)2 for varje heltal
n=1.

3096.
12= 43
1122= 34-33
111222 =334-333

Kan man fortsitta detta monster i all odndlighet?
3097. Visa att om p &r ett primtal med p = 5 sa &r p? + 2 inte ett primtal.

3098. Visa att om m och n dr heltal med n = m sa géller

el

!
Med (Z) avses m,dﬁrmzl.z.?}....-pfﬁrpzlochO!zl.

3099. Visa att

x 2" 1
,;()32"+1 T2



