Elementa Argéng 67, 1984

Argang 67, 1984

Forsta hiftet

Matematiska uppgifter

3340.

3341.
3342.

3343.

3344.

3345.

3346.

3347.

a) Vilket av talen

Ay =1984(1% +22 +3%+ .-+ 1984%)

och

By=13+2%+3%+...+19843
ar storst?
b) Vilket av talen

A1j2 =1984(V1+V2+ V3 +---+11984)

och

B, =12 +22+3%+...+1984°
ar storst?

Visaatt(1-x)P<1-xPforp=loch0<x<1.

Antag att a och b ar reella tal med a+b = 1 och a®+b® = 3. Berikna
virdet av a® + b

Det sexsiffriga talet abcdef ar jamnt delbart med 1001. Géller
detta ocksa talet fabcde som man far genom att placera sista
siffran forst?

I en triangel ABC &r vinkeln C rét. Punkterna D och E delar hy-
potenusan AB i tre lika ldnga delar. CD och CE har lingderna
sin x resp cos x for en viss vinkel x med 0 < x < /2. Hur lang ar
hypotenusan i triangeln?

Los ekvationssystemet

x(y+2)=5
y(x+2)=8
z(x+y)=9.

Visa att det finns odndligt manga heltalslosningar till ekvationen
VI-3y7=V7.
Lat a, b, c och d vara positiva tal vars summa &r S. Visa att

ab+ bc+cd < §?14.



Argang 67, 1984 Elementa

3348. Lit ay, a;, ay, ... vara den s k fibonaccifoljden dér ayp = a; =1 och

a, = au-1 + a,—p for n = 2. Berdkna summan av serien

a) a as ay
> 3+—4+...
2 2 2 2

3349. Funktionen f har kontinuerlig derivata fér x = 0. Visa att om

xf'(x)+ f(x) = x fér x = 0 s& saknar ekvationen f(x) = x/4 positiva
rotter.

Andra hiftet

Matematiska uppgifter

3350.

3351.

3352.

3353.

3354.

3355.

3356.

Tva identiska kar &r fyllda med alkoholldsningar. I det ena karet
finns p liter alkohol pa varje liter vatten och i det andra g liter
alkohol pa varje liter vatten. Om innehéllet i de bdda karen blandas
iett stort kar hur stort blir d& forhéllandet mellan méngden alkohol
och méngden vatten?

For vilka virden pa konstanten a har ekvationerna x> + ax+1=0
och x? — x — a = 0 ndgon gemensam rot?

Los ekvationssystemet

2 5
T |

x—1
1 3

y—2
-1 y-2_

For vilka virden pa konstanten a har ekvationen /x+a=x+ {a
tre olika reella rotter?

Berdkna summan 132+ 1332+ 13332 +...+1333...32, dir det sista
talet innehaller 7 st treor.

Visa att om x =0 och r =1, olikheten
_ I+l

1(1 )1+x") =
2 r+1

giller.

Visaatt Vm+2— {/m = {Ym— ¥/m—1 giller for alla positiva heltal
nochmz=2.
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3357. Hur stor dr sannolikheten att en punkt som slumpmaéssigt pla-
ceras innanfor en kvadrat inte har ldngre avstdnd @n kvadratens
sidoldngd till ndgot av kvadratens horn?

3358. Vilket dr det minsta virde man kan f& dd man dividerar ett tresiff-
rigt tal (i basen tio) med summan av talets tre siffror?

3359. Antagattx; =xp=:--=x,0ch y; =y, =--- = y,. Lat vidare talen
z1, 22, ..., Zy vara en omordning av talen y;, y», ..., ¥,. Visa att

n n
(x]'—yj)ZS (x]'—Zj)z.
=1 =1

J

J

Tredje hiiftet

Matematiska uppgifter

3360. Ien utslagsturnering i tennis deltar 32 olika duktiga spelare. Antag
att en starkare spelare alltid vinner 6ver en svagare. Hur stor dr da
sannolikheten att de tva basta mots i finalen, om matchprogram-
met gors upp genom lottning?

3361. Lit a, b och c vara reella tal mellan 0 och 1. Ar det d& sant att
1-0<sQ-a1-b)ledertill(1-c®) <1 -a®>1-b??

3362. En aritmetisk talfoljd bestar av de udda heltalen fr o m 5. Berdk-

[e.°]

na summan av serien Z 1/s, dér s, ar summan av de n forsta
n=1

elementen i talfoljden.

3363. zdr ett komplext tal med |z| < 1. Visa att realdelen r av det kom-
plexa talet z/(1 — z) uppfyller r > —1/2.

3364. Bestdm alla l6sningar till ekvationssystemet

x+z=35
xX+u=27
y+z=15
Xu=yz

3365. En remsa av papper har formen av en rektangel med sidorna 2 cm
och 10 cm. Ar det mojligt att med hjélp av tva raka klipp med en
sax dela remsan i delar, som kan hopfogas till en kvadrat?

3366. Man kastar ett symmetriskt mynt, tills man har fatt krona f6ljd
av klave eller klave f6]jd av krona. Bestdm sannolikheten att det
behovs precis k kast.
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3367. Los ekvationen (x —2)(x —3)(x—4)(x—5) = 1/2 och ge svaretisa
enkel form som mojligt.

3368. Gar det att finna tre sddana tal a;, a, och as att
aj;Cosx+ apcos2x+ azcos3x >0

for alla reella tal x?
3369. Visa att

x=Nx-2x*+ (-0 -2y*+(z-x)(z-yz*=0

giller for alla reella tal a, om x, y och z &r reella positiva tal.

Fjidrde hiftet

Matematiska uppgifter

3370. Tore dr 30 ar dldre d4n Sven. Om atta ar dr Tore dubbelt s gammal
som Sven. Hur gammal &r Sven nu?
3371. Forenkla uttrycket a'8089/184 53 Jangt som moijligt.

3372. Lat A, B, C och D vara fyra punkter i rummet. Visa att
|AC|? + |BD|? + |AD|?> +|BC|? = | AB|* + |CDJ?

(med |PQ| menas avstandet mellan de tvé punkterna P och Q).

3373. Lat x1, X, ..., X, vara ett statistiskt material med stickprovsmedel-

_ 1 . . 1t _
vardetx,, = ; Z Xj och stickprovsvariansen sfl = Z (xj—Xxp)/(n—1).

j=1 j=1
Visa att om vi utdkar materialet med ytterligare ett varde, x,1, s&
blir
Xp+1= (MXp + Xp))/ (n+1)

och )

2 n—1., -2

S5 =——ST+ Xne1—Xn)".
n+1 n n n+1 ( n+l1 n)

3374. Visa att ett av de fyra virdena av (2 + i)"/2 + (2 — i)!/? 4r lika med
V2v5+4.

3375. I nedanstdende divisionsuppstillning betecknar olika bokstéver
olika siffror. Hur ser divisionen ut med de korrekta siffrorna?
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3376.
3377.

3378.

3379.

o3| >
el[n)
whjas

|

™ |t
oNellvNe)
Slielv]

<q9-r".

+r\q+r
Visa att om g > 0 och r > 0 sa géller att (q )

Los ekvationssystemet

xz—yz:3
y?—zx=4
Z?—xy=5.

En fyrhorning med sidldngderna a, b, ¢ och d &r inskriven i en
cirkel. Visa att dess area ges av

S= \/(p—a)(p—b)(p—C)(p—d),

dir2p=a+b+c+d.
Lat a, b, c och d vara positiva tal. Visa att
a3+b3+c3+b3+03+d3+c3+d3+a3
a+b+c b+c+d c+d+a
d®+ad+ b3
d+a+b

>a®+ b+ +d>.



