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Argang 76, 1993

Forsta hiftet

3700.

3701.

3702.

3703.

3704.

Ett golvur innehéller tva kugghjul, A och B, som griper in i varand-
ra. Ndr A har gatt 11 varv sd har B gatt 4 varv sd nidr som pd en
kugge. Nér B har gétt 13 varv har A gdtt mer 4n 36 varv (men farre
4n 37). N4r B har gétt 19 varv har A gatt ett helt antal varv sé nar
som pa tva kuggar.

Hur ménga kuggar har de bada hjulen var?

a) Man har ett rutnit med 3 x 3 kvadratiska rutor. Visa att man kan
dra tva réta linjer sé att det inre av omradet av varje ruta skérs av
minst en rét linje. Generalisera till n x n rutor. Hur manga linjer,
som funktion av N, krévs for att alla rutor ska passeras?

b) En kub &r uppdelad i 3 x 3 x 3 smdkuber. Betrakta en linje
som passerar det inre omradet av kuben. Hur ménga delkuber kan
linjen maximalt passera? Hur ménga linjer kréavs for att samtliga
27 smakuber ska passeras?

Lille Morolf presenterade féljande i eget tycke eleganta l6sningar
vid en provrakning:

(i In(3+1,5) =In3+In1,5=1,099 +0,405 = 1,504,

(i) In(6+1,2)=In6+1n1,2=1,792+0,182 =1,974,

1 1 1 1 3
(iii) {/—=+==/—=+=-=-,
16 2 16 2 4
. 1 3 1 3 4
(iv) \/ =+ ==\ =+=-=~.
25 5 25 5 4

Han blev mikta fortérnad nir hans matematikldrare underkdnde
lésningarna och han protesterade: "Jag fick ju rétt svar!” Morolfs
protester klingade dock oh6rda. Hans ldrare hade namligen fatt
uppslag till ndsta provrakning. Vilket forhéllande maste rada mel-
lan a och b for att foljande samband ska gélla:

a) In(a+b)=lna+Inb?
b) Va+b=+a+b?

En kvadrat och en rektangel har samma area. Man kidnner kvadra-
tens sida d och rektangelns ena sida r. Konstruera med passare
och ograderad linjal som enda hjdlpmedel en strdcka med lingden
s =rektangelns andra sida.

Visa att for alla positiva heltal n giller

v1111...-2222... =3333...
—_— Y S~

2n st nst nst
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3705. En triangel ABC med arean 1 r inskriven i en cirkel. Antag att
|AB|?> +|AC|?> = 4-|BC|?>.1 B och C dras tangenter till cirkeln. De
skdr varandra i punkten P. Berdkna arean av triangeln PBC.

3706. Bestdm det storsta heltal x som gor

10k
len) till primtal for k=0, 1,..., N om 10"V < x < 10V*!. Exempelvis
ar 3137, 313, 31 och 3 alla primtal. Har &r N = 3 men det finns
primtalssviter for storre varden pa N.

([] betecknar heltalsde-

3707. Ett polynom p(x) med heltalskoefficienter uppfyller villkoren
p) =11< p(6) < p(13) =215 < p(17) = 1115.

Hér saknas vérdet pa p(6). Bestim detta virde.

3708. Man har ett rutnidt med 5 horisontella rader och 5 vertikala kolon-
ner. I 3 olika slumpmassigt valda rutor placerar man foremal, ett i
varje ruta. Om dérvid tva féremal hamnar i samma rad eller i sam-
ma kolonn, sdgs det intriffa en koincidens. Bestdm vintevirdet
for antalet koincidenser.

(kraver eventuellt kunskaper utéver gymnasieskolans matematik-
kurs p& NT-linjen.)

3709. Bestdm talfoljden {a,},. , a0 =1, a1 =1, a2 = ags1 + ax (k= 0),
sadan att

1071 00
—————— =Y a-107"" forallan=1.
100" -10"—1 /=,

(kraver eventuellt kunskaper utdver gymnasieskolans matematik-
kurs pa NT-linjen.)

Andra hiftet

3710. I nedanstadende uppgifter kommer funktionerna k(n) = 2" och
t(n)=32n,n=0,1,2,... till anvdindning.
a) Bestdm rintesatsen r(n) sddan att beloppet 1 vaxer till k(n)
efter t(n) ar.
b) Betrakta medelavstanden fran solen till planeterna och aste-
roiden Ceres i forhallande till jordavstandet:
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3711.

3712.

Merkurius 0,387

Venus 0,723
Jorden 1,000
Mars 1,524
Ceres 2,770
Jupiter 5,203
Saturnus 9,539
Uranus 19,182
Neptunus 30,058
Pluto 39,439

Visa att avstdnden (utom f6r en av planeterna — vilken?) kan
approximeras med funktionen d = a + bz dédr z antingen ar
av typ k(n) eller av typ t(n). Bestdm a och b sa att felet ar
hégst 5%. Vad kallas denna lag?

c) Pa ett bankkonto &r réntesatsen r %. Ett innestdende kapital
fordubblas pa t ar. Visa att for rimliga rantesatser ar pro-
dukten r - t approximativt konstant. Formulera med ledning
hédrav en behédndig rdakneregel for bestimning av "dubble-
ringstiden”.

Bestdm det minsta helatalet n sddant att

a) [logl]+[log2] + [log3] +---+ [logn] = 1000.

b) [VI]+[v2] +[V3]+---+[yn] = 1000.

Hair betecknar [x] heltalsdelen av x, log stér for 10-logaritmen. Hur
forandras svaren om man utesluter []?

P4 en tallinje &r punkterna 1, 2, 3, ..., 9, 10 markerade. Tva per-
soner A och B genomfor foljande spel. de utfor omviaxlande sina
dragiordningen A, B, A, B, .... Spelet borjar med att A antingen
drar ett streck mellan punkterna 1 och 2 eller ocksé ldamnar 6ver
till B utan att gora nadgonting. B drar antingen ett streck mellan
punkterna 2 och 3 eller s lamnar han o6ver till A utan att géra
négonting. A fortsitter s genom att antingen dra ett streck mellan
3 och 4 eller att ldimna 6ver till B osv. Spelet dr slut efter 9 drag.
Strecken bildar nu ett antal sammanh#ngande kedjor.

Exempel: 3 kedjor

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Finns det négon strategi som garanterar att antalet kedjor vid
spelets slut ar

a) udda,

b) jimnt?



Argang 76, 1993 Elementa

3713.

3714.

3715.

3716.

3717.

3718.

Embla Ambler pé Skolverket noterar till sin forvaning att fem ele-
vers centralprov frdn en skola tillsammans innehaller ratt svar pa
samtliga 100 uppgifter i matematik. Raskt formulerar hon féljande
uppgifter till 1994 ars prov:
a) Visa att det bland de fem eleverna maéste finnas tre som till-
sammans har lost &tminstone 60 uppgifter korrekt.
(a) Antag att var och en av de fem eleverna har 16st minst 40 upp-
gifter. Visa att det maste finnas tva elever som tillsammans
har 16st &tminstone 55 uppgifter korrekt.

Los ekvationssystemet

8x% = 18y+7xy2
8y% =18x-7x%y

ireella tal x och y.

Visa att likheten

2¢518/§+ 5_1(;/5 = 1—10(15+7\/5)\/5—2\/§

giller exakt.
Anm. Resultatet visar att x = v/5 &r 16sning till ekvationen

1 x
2V5+x+V5—-x=(15+7x) E—g
Om man forutséttningslost forsoker 16sa ekvationen rdkar man
latt i svarigheter. Om nagon ldsare har en vacker 16sning, skicka
den gérna till red for ev publicering i ett kommande nummer.

Lat ay, ay, as vara givna reella tal med kvadratsumman 1 och
i1, Iz, i3 en permutation (ordning) av talen 1, 2, 3. Visa att

ay-ap +az-ap,+az-ai; <1.

Generalisera resultatet till » tal.

I ett rektangulédrt rum med sidorna a och b ligger en rektangulédr
matta med bredden c. Mattan &r placerad sé att de fyra hornen
nuddar varsin vagg.

a) Harled en ekvation med mattans ldngd som 16sning.

b) Om a =5, b=3 och ¢ =1, hur lang blir mattan?

Fyra gifta par, alltsé atta personer, placeras slumpmassigt langs
ena sidan av ett bord, dock sa att kvinnorna far varannan plats.
Bestdm sannolikheten att man och hustru i intet fall hamnar intill
varandra.



Elementa Argéng 76, 1993

3719.

I en cirkel med radien = v/'10 cm &r en triangel inskriven. Triangeln
har en héjd = 4 cm och denna halveras av en annan hojd. Berdkna
triangelns area.

Tredje hiftet

3720.

3721.

3722.

3723.

3724.

Tvé tal 4r givna, ett 4r okédnt, det andra &r tredje roten ur 31. Det
kidnda talet har det minsta absolutvérdet. Vi bildar produkten av
talens summa och talens differens. Nar produkten multipliceras
med 1500000 far vi resultatet 1993.

a) Los den antydda ekvationen.

b) Losningens inledning stimmer 6verens med de forsta siffror-
na i en kind konstant. Vi ersédtter nu 1993 med andra artal
och krédver att de tre forsta siffrorna i 16sning och konstant
ska stimma 6verens (villkoret pa absolutvirdet géller fortfa-
rande). Vilka artal &r aktuella?

c) Vilket &rtal ger den bésta 6verensstimmelsen rdknat i antal
korrekta siffor?

Ingjald dger ett blomland som har formen av en rektangel med
sidorna 46 och 60 m. For att skydda sina héstblommor mot frost
tanker han kopa ett antal dukar av sdckvav. Alla dukar &r rektangel-
formade med sidorna 7 och 13 m. Hur ménga dukar méste Ingjald
kopa for att tdcka hela blomlandet? Att det hir och dér kan bli flera
lager av sdckvav dr givetvis inte nagon oldgenhet.

a) I varje ruta i ett 3 x 3-rutnét placerar vi nagon av siffrorna 0, 1
eller 2 och bildar summan av siffrorna i varje rad och varje kolumn.
Ar det mojligt att f4 sex olika summor?

b) Samma procedur for ett 5 x 5-rutnédt med siffrorna 0, 1 och 2
att vélja bland. Ar det mojligt att f4 tio olika summor?

En forare kor sin bil med hastigheten 108 km/h pé en smal vdg dar
omkdrning dr omajlig. Plotsligt upptiacker han, 50 m framfor sig,
en stillastdende bil och bérjar genast bromsa med 6 m/s?. Féraren
i framforvarande bil upptacker samtidigt faran och borjar accele-
rera. Vilken acceleration krévs for att undvika sammanstétning?
Ett matematikprov innehaller bl a foljande uppgift:

Los ekvationssystemet

Ra+b)2b+c)(2c+a)=d
a+b+c=9

i positiva heltal a, b, c. Bestim sedan produkten abc.
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3725.

3726.

3727.

3728.

3729.

Adjunkt Ask ger sina elever ett numeriskt virde pa d for att
uppgiften inte ska bli alltfér svar. Hon inser emellertid att det valda
d-vérdet dr mindre lyckat. Reidun och Inger i N3A far olika vdrden
pa produkten abc. Kontroll visar att de har hittat var sin korrekt
16sning till problemet. Vilket d-viarde hade adjunkt Ask valt?

Talf6ljden ay, ay, ...,satisfierar relationen
n+l
a,+2ax+3az+...+na, = ——,
n+2
dirn=1,2,.... Bestim grénsvirdet for a; + a, + ...+ a, nir n gar

mot odndligheten.

Ett pappersark ar fyllt med naturliga tal, tva pa varje rad enligt fol-
jande system: Om man péa en rad bildar differensen (utan tecken)
mellan talen resp bildar summan av dem plus ett fir man talen
pa nastféljande rad. Om exempelvis talen dr 3 och 5 pa rad k blir
talen2 och9 parad k+1.
a) Parad 28 star talen 49151 och 90110. Vilka tal star pa rad 1?
b) Ge uttryck for talen pa rad n om vi har talen a och b, a < b,
parad 1.

Mellan sidorna a, b och c i en triangel rider sambandet a® = b* +
bc. En av vinklarna ar 30°. Bestdm 6vriga vinklar i triangeln om
30°-vinkeln star mot

a) sidan c,

b) sidan b.

Personerna A;, Ay, As spelar i ordningsfoljden A;, Az, A3, Ay, Ay,
As... pa foljande sitt: Forst spelar A} mot Ay, vinnaren spelar
mot As, ndsta vinnare mot A; osv dnda tills en spelare har vunnit
over de bdda andra i omdelbar f6ljd; denne &r hela spelets vinnare.
Varje omgang vinns med sanolikheten 1/2.

Bestdm spelarnas vinstsannolikheter.

Visa att ekvationen
sin7x +sin8x =1,99999

inte har nagon l6sning.

Fjidrde hiftet

3730.

I ett SM-slutspel i basket mottes Alna och Solvik i sju finalmatcher.
I den férsta matchen vann Alna med 93-83. Segermarginalerna i
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3731.

3732.

3733.

3734.

ovriga matcher blev i tur och ordning 13, 15, 9, 11, 19 och 5 podng
resp (ingen match fick sluta oavgjord).

Vidare vet man att podngskillnaden mellan lagen rdknat 6ver
samtliga matcher blev 10. Vilket lag vann den sjunde matchen och
tog dirmed hem SM-tecknet?

Vid rivningen av Ruskaby skola hittades en illa medfaren larobok:
Matematik i den hogre skolan. Det mesta av innehallet var tyvarr
olasligt, men i en divisionsuppstéllning kunde man i alla fall urskil-
ja négra siffror. De siffror som inte kunde tydas &r hiar markerade
med kryss. Gar det att rekapitulera divisionen?

X X X 3 x X
X 5 X X X X X X [X X
— X X X

X X X
— 3 x x
x 7
- x X

X X

— x 3

0

Anm. Uppstéllningen har moderniserats nagot: liggande stolar var
givetvis inte tilldtna i Ruskaby skola.

Har kommer ett badkarsproblem i en ny tappning. En bassiang dr
férsedd med tre pafyllningskranar A, B,C och tre tappkranar D, E,
F.Kapaciteten varierar mellan kranarna, vilket framgar av foljande
uppgifter.

Om kranarna A, B och F dr 6ppna fylls bassédngen pa 210 min,

om B, C och E dr 6ppna fylls den pa 126 min,

om A, C och Dar 6ppna fylls den pa 35 min ochom A, B, C, D
och F 4r 6ppna tar det 90 min.

Om A, D, E, och F &r 6ppna téms en fylld bassidng pa 45 min. Hur
lang tid tar det i basta fall att fylla, alternativt tomma, bassédngen?

a) Tre punkter placeras i en kvadrat med sidan 1 (i det inre eller pa
periferin). Punkterna utgor horn i en triangel med sidorna a, b, c.
Visa att a® + b? + ¢ < 4.

b) Vi modifierar forutsédttningarna i a) genom att i stéllet placera
punkterna i en cirkel med radien 1. Visa att a® + b*> + c¢® < 9.

Hur ménga positiva heltal har siffror i
a) strangt vixande ordningsfoljd,
b) strangt avtagande ordningsf6ljd?
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¢) Hur ménga 9-siffriga positiva heltal har siffror i vixande ord-
ning? Hér tillater vi exempelvis 777777777 och 244444558.

3735. Funktionen

a b
f=x+—+ +
X a a
X+— x+—+
X

ar definierad for x > 0. Bestdm funktionens miniviarde nér
a) a=4,b=16, c=064;
b) a=4, b=36,c=064.
¢) Hur forandras miniviardet ndr b varierar fora=4<b<c=
642
3736. Itriangeln ABC &r vinkeln B 135° och sidan AB 2 cm. M &r mitt-
punkten pd BC. Berédkna triangelns area dd vinkeln M AC é&r sé stor
som mdjligt.
3737. Det giller att
i=O ,00112358
89
13
21
34
55
+ —_——
0,01123595505———

dér det upptrader successiva termer i Fibonaccitalfoljden F, 41 =
F,, + F,_1, Fp =0, F = 1. Forklara detta.

3738. Rowan ér anstilld vid ett dataforetag i Stockholm med filialer i
Uppsala och Visterds. Under oktober 1993 arbetade han samtliga
dagar utom de tva sista, 30 och 31 oktober, alltid en dag i taget pa
varje ort. Om han en dag arbetade exempelvis i Uppsala tog han
pé kvillen taget till antingen Stockholm eller Visterds. Ocksa den
29 oktober gjorde han en sadan tagresa efter avslutat arbete, dock
denna gang for att fira helg i ndgon av de bada andra stdderna.
Han konstaterade nu att han gjort 7 resor mellan Stockholm och
Uppsala i endera riktningen, 10 resor mellan Stockholm och Vis-
terds samt 12 resor mellan Uppsala och Visteras (den avslutande
helgresan inrdknad).

a) Hur ménga dagar arbetade Rowan i Vésterés?
b) Antag att han arbetade i Stockholm den 1 oktober. Var till-
bringade han helgen?
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3739. a) Visaatt

n

> (—1)"_k(Z)k” =n! forn=1
k=0

(n=1-2-....n, (}) = 5im)-
b) Visa ocksa att

n
> (—1)"_k(2)(k+x)" =n! forvarje x.
k=0



