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Argang 77,1994

Forsta hiftet

3740.

3741.

3742,

3743.

Sa hér ars kan man konstatera att
TRANA + LARKA = VARLAT.

Om varje bokstav star fér en bestamd siffra, hur mycket dr da en
TRAST vérd?

Varfor inte en uppgift som handlar
om Hilbertrum? I sin villa har Hil-
bert en hall med rektangulért golv
tackt av 90 kvadratiska stenplattor,
9 rader med 10 plattor i varje. Han
har emellertid tréttnat pa stengol-
vet och har darfor kdpt 45 identiska
linoleumskivor som var och en tic-
ker precis tva stenplattor.

Hilbert funderar 6ver hur han ska
lagga skivorna. Genom att placera vissa skivor pé lingden och
andra pd bredden &r det mojligt att bilda olika ménster.

Hustrun Hypatia har sin uppfattning klar vad ménstret betréffar.
I ett obevakat 6gonblick limmar hon fast fyra av skivorna. Nar
Hilbert upptécker tilltaget noterar han till sin irritation att det inte
langre finns nagra valmojligheter: de 41 aterstdende skivorna kan
bara ldggas pa ett sitt.

Kan du upprepa Hypatias bedrift att placera fyra skivor sa att ett
entydigt monster framtvingas?

Observera, som jamforelse, att tva skivor bestimmer moénstret
entydigt pa ett golv av storleken 4 x 4 (figuren).

a) Visa att ekvationen
x+y+2z=1000

saknar 16sningar, om vi kraver att x, y, z ska vara tresiffriga positiva
heltal, samt att samtliga nio siffror 1,2,...,9 ska anvidndas.
b) Los ekvationen

x!+yl+zl=xyz
dér x, y, z dr positiva heltal och xyz &r det tresiffriga heltal som
har siffrorna x, y, z (i denna ordning).

I den binédra 10-siffriga f6ljden 0101110001 forekommer de atta
mojliga tripplarna 000, 001, 010, 011, 100, 101, 110, 111 vardera en
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3744.

3745.

3746.

3747.

3748.

3749.

gang. Hur manga binéra 10-siffriga féljder finns det med denna
egenskap?

Lat F beteckna arean av en triangel T med sidorna a, b och c.
a) Visa att

1
F=-VK?-2L
4

dir K = a® + b* + ¢ och L = a* + b* + ¢*.

b) Bilda uttryck for medianernai T som funktioner av a, b, c.
Ett "plattvirus” antas alltid ha formen av en triangel men kan plots-
ligt &ndra utseende. Den nya triangelns sidor dr lika med media-
nerna i den féregdende. Man kan visa att det alltid &r matematiskt
mojligt att omforma triangeln pé detta satt.

Antag att vi startar med triangeln Tj. En forsta férdandring ger
triangeln 77, en andra ger triangeln T». Till triangeln T; associerar
vi métstorheterna a;, b;, ¢;, Fi, K; och L;.

o K Ly F

c¢) Berdkna —, — och —.

. Ko Lo ~ Fo . .

d) Visa att triangeln T, dr likformig med Tp. Triangeln T; &r

dédremot inte likformig med T, utom i ett fall. Vilket?

Polynomet x> — 8x? + 5x + 7 har nollstillena a, b och c. Bestim
a) a’+b*+c%
b) a*+b*+ct.
I en kvadrat med sidan 4 inprickas nio punkter sa
som figuren visar. Man véljer slumpmaéssigt tva av
de nio punkterna och drar en rét linje genom dem.
Hérigenom delas kvadraten i tvé delar.
a) Bestdm sannolikheten att delarna &r lika stora.
b) Bestam vantevirdet for skillnaden mellan den storre delens
area och den mindre delens.
¢) Utfor ovanstdende uppgifter p& en kvadrat med sidan 8 med
7-7 = 49 punkter (placerade som de inre ruthdrnen péa ett
schackbride).

I fyrh6rningen ABCD &r vinklarna vid A och B bada = 90°. Vidare
dr |AD| =|CD| och |AB| = 1. Bisektrisen till vinkeln D skidr ABiE.
Berdkna | AE| da | DE| antar sitt minsta virde.

Bestdm det storsta virdet pé y for vilket
Y-12+(x+1?=2xBy+1)

géller for varje x = 0.

a) I en matematisk tidskrift har vi hittat féljande uppgift:
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"I Sjuland har var och en av de 15 stdderna direkt tagférbindelse
med exakt 7 andra stéder. Visa att man kan &ka tag, med eller utan
byten, fran var och en av stdderna till varje annan stad.” Har ar det
nagot som inte stimmer. Vad dr det som &r fel?

b) Los den citerade uppgiften under foljande férutsattningar.
Antag att 1 stad har direkt forbindelse med exakt 8 andra stider,
6 stader har direktspar till exakt 6 andra stdder och 8 stdder har
direktspar till exakt 7 andra stédder.

¢) Vi modifierar férutsidttningarna som givits i b): "6 stdder har
direktspar till exakt 6 andra stdder” dndras till "6 stdder har direkt-
spar till exakt 7 andra stader”.

Gar det fortfarande att dka tdg hur som helst mellan stiderna?

Andra hiftet

3750. Mellan Nagrasaki och Hitodito gar ett dubbelspar for tagtrafik.
Det dr intensiv pendeltrafik mellan de bada stdderna. Varje kvart
dygnet runt (0.00, 0.15 osv) avgar ett tdg i vardera riktningen. Det
tar 2 h 55 m att resa fran N till H men 3 h 25 m att resa fran H till N
beroende pa skillnader i sparkvalitet.

a) Kl 12.02 kontrollerar dvertagmaéstaren trafiken via datorn.
Hur ménga tag befinner sig samtidigt i trafik mellan stdderna?

b) En pendlare frdn N réknar alla métande tag pa végen till
arbetet i H. Hur manga tdgmoten noterar han? Hur ménga
motande tag raknar han in pa hemvigen? Hur mdnga minu-
ter dr det mellan tdgmotena?

c) Overtdgmaistaren startar sin helikopter i N kl 12.05 och anldn-
der tilll H k1 13.05. Hur ménga tdg i riktning mot H passerar
hon pa végen?

Vi forutsétter att tdgen savil som helikoptern gar med konstant
hastighet samt att uppehéll langs linjen inte férekommer.

3751. Pa révfarmen Foxy Garden dr de 250 révarna antingen bla eller
gula. Somliga djur har svans, andra dr utan.
Man vet att
40% av alla bla rdavar ar honor,
30% av alla svansldsa rdavar ar bla,
25% av alla honor saknar svans,
20% av rdvarna utgors av gula,svanslésa hannar,
40% av ravarna ar bla,
en tredjedel av alla bld hannar &r svanslosa, en tredjedel av
alla svansl6sa honor ar bla.
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3752.

3753.

3754.

3755.

Hur ménga gula hannar har svans?

I staden Romanova dr gatusystemet ratvinkligt med lika stora kvar-
ter: kvadratiska med sidan 1 stadion(=1/8 romersk mil= 184,97 m).

Pa kartan dr gatuhdrnen angivna med heltalskoordinater i ett ko-
ordinatsystem med rddhustrappan i origo. Vid resor inom staden
forflyttar man sig alltid parallellt med koordinataxlarna och rese-
avstandet mellan origo och hornet (3; 7) exempelvis dr3+7 =10
stadier.

Agrippina bor ett kvarter frdn rddhustrappan i punkten A, sig,
med koordinaterna (—1; 0).Hon har tre favoritrestauranger, Brutus
(B), Claudius (C) och Diocletianus (D),alla beldgna vid gatuh6rn i
den norddstra delen av staden. Detta betyder att restaurangerna
ar beldgna i punkter med positiva koordinater (ingen &r = 0).

Foljande avstand giller:

|AB|=12; |AC|=5; |AD|=38;
|[BC|=9; |BD|=4; |CD|=17.

Var ligger de tre restaurangerna, om Brutus ligger langst 6sterut?

Los ekvationssystemet

xyz+u = 41
yzu+x = 167
zux+y 113
uxy+z = 71

inaturligatal x, y, z, u.

Betrakta primtalsféljden 2, 3, 5, 7, ... och 14t a(p) ange ordnings-
numret for primtalet p. Vi har alltséd a(2) = 1, a(3) =2, a(5) =3
OSV.

Nedanstaende regler ska gilla for alla primtal i en sluten foljd.

a) Bestdm produkten av konstanten 1,24 och ett valt primtal p.
Dela resultatet med den naturliga logaritmen till p. Stryk alla
decimaler. Aterstdende heltal ska ange ordningsnumret a(p).
For vilka primtal géller denna regel?

b) Regeln i a) giller fram t o m primtal nr gy sdg. Modifiera
konstanten sé att ovanstdende regel giller for en foljd av
primtal startande med nr ag + 1. Hur ménga primtal fungerar
regeln for i detta fall?

I talet 132358 dr forsta siffran strangt mindre &n de 6vriga siffrorna
och den sista siffran striangt storre dn de 6vriga. Hur ménga av de
sexsiffriga decimala talen 000000, 000001,..., 999999 har denna
egenskap?
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3756. Triangeln ABC é&r given. Genom inskrivna cirkelns medelpunkt
dras en transversal parallell med AC som trdffar ABi D och BCi
E.Visaatt |DE| = |AD| +|EC]|.

3757. Varje punkt (a, b, ¢) i det tredimensionella rummet tilldelas ett
visst varde f(a, b, ¢). Man vet att

fla,b,c)+ fla,d,b)+ f(d,b,a)=3 forallaa,b,c,d.

a) Bestam f(1, 2, 2).
b) Bestdm f(1, 2, 3).

3758. Hir ar en klassiker. Givet: En spetsig vinkel med horn i punkten
A och en punkt P négonstans i det inre av vinkelomrédet. Drag
genom P en linje som skér vinkelbenen i punkterna B och C. Hur
ska linjen dras for att arean av triangeln ABC ska bli sa liten som
mojligt? Hur bestimmer man linjens 14ge om man bara har tillgdng
till passare och ograderad linjal? Ar i detta fall ocksa strickan BC
minimal?

3759. Lat n =1 vara ett heltal och binomialkoefficienten

Mm:fﬂ.
n

a) Visa att b(n) dr ett jamnt tal.
LAt e(n) vara definierad sé att 26" 4r den storsta heltalspotens av
2 som jamnt gar upp i b(n). Skriv n pa bindr form:

n=a0-2k+a1-2k_1+...+ak_1-2+ak,

dirag=1ocha;=1ellerOfori=1,2,...,k.
b) Uttryck e(n) med hjilp av ay, ay, ..., ak.
c) Vad dr e(n) om n =987654321?
d) Lat m = 1 vara ett heltal. Bestam e(n) for n = 2™ och for
n=2m-1.

(n —L’ nl—n.(n_l). .21
k| K-k B ’

Tredje hiiftet

3760. Givet: en kvadratisk spelplan med 7 x n rutor och en uppséttning
spelbrickor.
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3761.

3762.

3763.

3764.

Om en spelbricka placeras i en ruta sidgs den
tdcka alla rutor i samma rad och samma kolonn,
inklusive rutan den star pa, samt alla rutor i di-
agonalerna som utgér fran rutan (se figuren)

a) Visa att tva brickor tillsammans kan tdcka varje ruta pé ett
4 x 4-bréde.
(a) Visa att tvé brickor tillsammans inte kan tdcka varje ruta pa
ett 5 x 5-bréade.
(b) Visa att tre brickor tillsammans kan técka varje ruta pa ett
6 x 6-bréde.

a) Visa identiteten
(a+b?®=d®+3a*b+3ab*>+b°

genom att tolka de ingdende uttrycken geometriskt.
b) Antag att a och b bada &r positiva. Hur stor del av (a + b)3 kan
3a®b maximalt uppta?

Los ekvationen
x4+ () + (xy2)* + (xyzw)® = 1305

inaturliga tal x, y, z, u.

Tva cirklar C; och C, dr inskrivna i en halvcirkel med radien 1 sa
att C; och C, tangerar varandra pa sitt som framgar av figuren.
Radien till C; dr 3/8. Vilken radie har C,?

3/8

a) Heltalen a, b, c dr sddana att talet 5a —4b — ¢ dr delbart med 7.
Visa att talet 6a + 5b — 4 ¢ ocksa &r delbart med 7.

b) Antag att inget av heltalen a, b, c dr delbart med 7. Bilda linjdra
uttryck av typen x+y och x+ y+z, dér x, y, z star for nimnda heltal
tagna i godtycklig ordning. Visa att det finns ett linjart uttryck av
givet slag som &r delbart med 7.

Exempel: Om talen dr 8, 9 och 29, dr savédl 29 -8 som 29 +8 -9
delbart med 7.



Elementa Argéng 77, 1994

3765.

3766.

3767.

3768.

3769.

Pelle och Méans startar samtidigt i var sin dnde A resp B av en
simbassdng. Nar Pelle har simmat 30 m méts de for forsta gdngen
och ndr Méns har simmat 120 m mots de for andra gangen. Bada
simmar med konstant hastighet.

Var befinner sig Pelle ndr Mans har simmat 6 bassdnglangder?

a) Europa Top 12 i bordtennis &r en tivling for Europas tolv basta
spelare dar alla moter alla. En dag kan man i en tidning ldsa att
spelarna A, B,..., L har spelat féljande antal matcher, 11, 11, 11,
10, 10, 10, 10,9, 7, 7, 5, 5 matcher resp.

Visa att uppgiften inte kan vara korrekt.

b) Dagen efter Sveriges sista match i fotbolls-VM 1994 besokte
de kvarvarande spelarna en nattklubb, vissa av dem i sdllskap med
fru eller flickvén. Efterat konstaterade man att varje spelare hade
dansat med ett udda antal damer. Varje dam hade i sin tur dansat
med ett udda antal spelare.

Visa att gruppen av spelare med damer bestod av ett jaimnt antal
personer.

Antag att punkterna A;, Ay, A3 och A4 i planet utgér horn i en
konvex fyrhorning (vilket innebér att diagonalerna skér varandra
i en inre punkt). Vi forutsatter att alla x-koordinater dr olika och
likasé att alla y-koordinater dr olika. Lét k;; beteckna lutningen
av linjen genom A; och A; samt lat (a, b, ¢) beteckna produkten
(a=b)a-c)(b-oc).

Visa att uttrycket

(k12, k13, k14) - (ko1, k23, k24) - (K31, k32, k34) - (Ka1, ka2, K43)

ar positivt.
Lat A, vara mingden av hela tal 1,2,...,n och a, antalet delméng-
der (med minst ett element) av A, som inte innehaller tva pa
varandra foljande tal. For exempelvis n =5 harvibla {1}, {2}, ..., {5};

delméngden {1, 3,5} &r tillditen men inte {2, 3} eller {1,2,4}.
Bestdm en rekursionsformel f6r a, samt ange a;o.
I var och en av 800 flackar sas 3 tallfron. Efter ett ar registreras

antalet tallplantor. Resultat:
Antal plantor  Antal flackar

0 180
1 402
2 141
3 77

Vilka hade frekvenserna varit om i stéllet 2 frén hade satts per
flack? Det dr kédnt att i ungdomsfasen nérstdende plantor ej paver-
kar varandra.
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Fjdrde hiftet

3770.

Tjejmeniens parlament bestar av tva kamrar, en kvinnlig och en
manlig, med egna sessionssalar. I vardera salen &r sittplatserna ord-
nade i kvadratisk formation med lika manga rader som kolonner.
Det dr 644 fler kvinnor dn mén. I den nya parlamentsbyggnaden
som dr under uppférande kommer samtliga ledamaéter, kvinnor
och min blandade, att rymmas i en och samma sal. Intressant
nog kan stolarna fortfarande placeras i kvadratisk formation. Hur
maénga kvinnor och mén sitter i landets parlament?

3771. Vilket tal dr storst, 47114711 eller 4710%711 + 471147102

3772,

3773.

3774.

3775.

3776.

Ruskaby skolbibliotek renoverades 1991, vilket medforde att an-
slagen till bokinkop kraftigt minskade under &ren som f6ljde. For
1991 var anslagen 10000 men minskade med a procent till 1992.
Fran 1992 till 1993 minskade beloppet med b procent och fran
1993 till 1994 med c procent. Talen a, b, c 4r alla heltal och bildar
en aritmetisk f6ljd (a—b = b— ). Senare visade det sig att anslagen
skulle ha reducerats i ordningen c, b, a. Tack vare detta misstag av
en handlidggare pa kommundelsforvaltningen tjainade skolan 3000
kr. Bestdm procentsatserna a, b, c.

Los ekvationerna

a) (x+D%+vx(2x+1)=43,

b) 2sinx+2cosx—4sinxcosx=1 for0<x<m.

Kan l6sandet av a) ge idéer om 16sandet av b)?

Lat S, = x" + y" + 2" dar x, y, z dr reella tal som uppfyller
x+y+z=0.
S S, S
a) Visa att Es = ?2?3
b) Finns det ndgon annan uppsittning av heltal (¢, u, v), sddan

Ett kvadratiskt bradde med 5 x 5 rutor malas i fem olika farger s
att varje farg forekommer pa exakt fem olika rutor. Visa att det
alltid, hur 4n malningen har utforts, finns minst en rad, vagrét eller
lodrit, som innehaller &tminstone tre olika farger.

Hur kan resultatet generaliseras till n x n rutor?

P4 en karta dr en stor lantegendom inritad i forsta kvadranten i
ett koordinatsystem. Egendomen begrédnsas av de positiva x- och
y-axlarna men kan i 6vrigt betraktas som obegréinsad. Agaren
har slutit avtal med kommunen om att fa vattenledningar dragna
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3777.

3778.

3779.

till tva tappstéllen, placerade i punkterna (3; 3) och (3; 9). Enligt
avtalet géller:

1) En huvudledning ska dras ratlinjigt i lamplig riktning fran
origo.

2) Fran huvudledningen dras stickledningar till tappstéllena,
parallellt med négon av axlarna.

3) Kommunen svarar fér dragning av ledningar, men fér i gen-
gild for varje dragen stickledning ett kvadratiskt markom-
rdde med sidan = stickledningens lingd. Agaren far sjilv
bestimma i vilken riktning huvudledningen ska dras. Hur
ska huvudledningen dras for att minimera arean av avstadd
mark

a) om stickledningar dras parallellt med x-axeln?

b) om stickledningar dras parallellt med y-axeln?

c) Antag att stickledningarna hade dragits vinkelrdtt mot
huvudledningen. Hur skulle dragningen av denna ha
skett i sd fall?

I samtliga fall ska arean av 6verldten mark anges.

P4 en bokauktion har Tom och Tim kopt 20 skilda uppslagsverk
om totalt 40 band. De vill nu dela upp boéckerna sinsemellan sa att
de far 20 volymer var utan att n&got flerbandsverk splittras. Kan
uppdelningen garanterat ske pa onskat sdtt om man vet att alla
verk innehaéller farre d4n 20 band?

I en rétvinklig triangel ABC dras h6jden BD mot hypotenusan AC.
Bisektrisen till vinkeln ADB skir sidan AB i punkten P, medan
bisektrisen till vinkeln BDC skir sidan BC i punkten Q.

Visa att |PB| = |BQ)|.

a) Viktor singlar en symmetrisk slant 7z ganger (n > 1). Om utfallet
ar x st krona sa far han 100x kr av Ulrika om x &r ett jamnt tal,
medan han far betala 100x till Ulrika om x dr udda. Ar detta spel
réttvist, dvs kommer spelet att ga jamnt ut i det ldnga loppet?

b) Antag att n &r ett udda tal. Lat d vara den absoluta differensen
mellan antalet krona x och antalet klave n — x. Nu fé&r Viktor 100x
kromd=1,5,9,13,... medan han far betala samma summa om
d=3,7,11, 15,.... Ar detta spel rittvist?



