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Forsta hiftet

3820.

3821.

3822.

3823.

3824.

a) Alice dger tre hus, hér betecknade A, B och C. Hon bor i ett av
husen och hyr ut de bédda andra. P4 varje entrédorr finns en liten
tavla for meddelanden till besdkare. I férra veckan kunde man ldsa
féljande notiser:

Hus A: Alice bor inte hir. Hon har semester denna vecka.

Hus B: Alice bor inte i hus A. Hon arbetar denna vecka.
Hus C: Alice bor inte hdr. Hon bor i hus B.

Uppenbarligen kan inte alla pastaenden vara sanna. I vilket hus
bor Alice om man vet att hogst ett meddelande pa varje dorr dr
falskt?
b) Innevarande vecka har texterna dndrats négot:
Hus A: Alice bor inte hdr. Hon bor i hus B.
Hus B: Alice bor inte i hus A. Hon bori hus C.
Hus C: Alice bor inte hir. Hon bor i hus A.

I detta fall vet man att p& en dorr 4r badda pastdendena sanna,
pd en annan dr bada péstdendena falska och pa den tredje ar ett
péstédende sant och ett falskt. I vilket hus bor Alice denna vecka?

Betrakta talfoljden
1,2,2,2,3,3,3,3,3,4,4,4,4,4,4,4, ...

Vilket tal upptrdader som nr 6502 Som nr 100000?

Noa och hans fru Hanna har tre barn: Sem, Ham och Jafet. Hanna
dr tre &r yngre dn Noa. Forsta siffran i Noas alder anger Sems alder,
medan andra siffran anger Hams alder. Jafet 4r lika gammal som
Sem och Ham tillsammans. Alla forekommande aldrar &r olika
heltal. Summan av de fem aldrarna &r kvadraten pa ett heltal. Hur
gamla &r de fem familjemedlemmarna?

I triangeln ABC &r vinkeln B 75°. En linje genom A skir sidan
BC i punkten D si att |[BD| = 2-|DC| och ZADB = 60°. Bestim
vinklarna i triangeln ABC.

Robyn har i slojden gjort ett "schackbrdde” med 8 x 8 rutor. Pa
méfa malar hon vissa rutor svarta och de 6vriga rutorna vita. Hon
utfor sedan foljande sifferlek: I varje vit ruta tecknar hon ett tal
som anger totala antalet svarta rutor i samma rad och kolonn som
den vita. I varje svart ruta noterar hon motsvarande antal vita rutor.
Pa ett riktigt schackbride skulle det std talet 8 i samtliga rutor.
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3825.

3826.

3827.

3828.

3829.

Robyn adderar talen i de vita rutorna och far summan 50. In-
tressant nog blir summan densamma nir hon adderar talenide
svarta rutorna. Ar detta en slump eller blir summorna alltid lika?
Hur ménga rutor &r svarta om man vet att det dr farre svarta dn
vita rutor?

Visa olikheterna

2/x+ys\/(x+y2+4sVx2+1+/y2+1

for positiva tal x och y.
Nar géller likhet?

Om fem personer hilsar pa varandra utvixlas tio handslag. Om
personerna bara utvixlar fyra handslag valda slumpmaéssigt bland
de tio, hur stor dr da sannolikheten att varje person hélsar pd minst
en annan?

Los ekvationssystemet

-y -2 -ud=8xyzu
x> =3(y+z+u

i positiva heltal x, y, z,u.

Bestim det minsta positiva heltal n for vilket (269 + 377! + 5 &r
jamnt delbart med 72?

I en rétvinklig triangel med given bas = 1 dras "hojder” i all odnd-
lighet sa att en sicksacklinje bildas som figuren visar. Vi beteck-
nar linjestyckenas langder med xo, x1, X2, ... och bildar summan
SO) = ‘;‘;0 x; som beror av basvinkeln 6. Bestam 0 sa att S(6) blir
minimal. Vilket viarde har da cos6?

X0
1
x2
3
X

Andra hiftet

3830.

I parallelltrapetset ABCD, dér sidorna AB och DC &r parallella
dr |[BD|=24cm, ZBDC = 45° och ZACD = 30°. Bestdm trapetsets
area.
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3831.

3832.

3833.

3834.

3835.

3836.

3837.

3

Serien a, a2, a3, ..., a" 4r given. Man bildar en nyserie #1, t, f3, ...
sadan att

h=a

= a®-a

ts=a*-a®- a®

- an—m+1 _an—m+2 ceat

m=

Vilket samband rader mellan n och m? Uttryck ¢, pé sa enkel form
som madjligt.

Bagare Brun bakar bara en sorts bullar och en sorts bakelser. Bada
bakverken séljer han till konstant pris i hela kronor. Man vet att
140 bullar kostar mer @n 20 bakelser men mindre &n 21 bakelser.
Visa att en bulle och en bakelse tillsammans kostar mer dn 30 kr.

a) Bestdm det minsta positiva heltal n for vilket 2n ar en hel-
talskvadrat och 37 en heltalskub.

b) Samma uppgift som i a) men nu med villkoren att 2n och 5n
ska vara kvadrat respektive femtepotens av heltal.

Bestam heltalet m sd att Il6sningarna till A -3Bm+2)x2+m?=0
utgor en aritmetisk serie.

I en brottningsturnering dér alla motte alla lyckades samtliga del-
tagare vinna dtminstone en match (en match kan inte sluta oav-
gjord). Lat a; vara antalet deltagare med minst k segrar. Visa att
ay + ap + - -- = totala antalet matcher. Vilka av de givna férutsatt-
ningarna dr nodvéndiga for att likhet skall gélla?

a) Berdkna summan
1 2 3 49
J— J— J— + —_—
21 31 4l 50!
dirn!=1-2-...-n.
b) Berdkna summan
1 5 11 2351
31 4! 5! 50!
k-1(k-2)-1
dér enskilda termer &r pa formen %

Inuti triangeln ABC viljs en punkt P. Man drar linjer fran hérnen
genom P. Dérvid uppdelas triangelns sidor i strdckorna AD, DB,

;tm
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3838.

3839.

BE, EC, CF och FA. Man vill bilda tva ratvinkliga askar och viljer
tre av de sex strdckorna som ldngd, bredd och hojd i den ena asken
och de aterstdende strickorna som ldngd, bredd och héjd i den
andra. Visa att det gar att vélja strdckorna sa att askarna far samma
volym. Hur kan detta goras?

Katten Murre ska g& uppfor en stege med fem pinnar. I varje steg
kliver han med sannolikheten 1/2 till nésta pinne eller hoppar
med sannolikheten 1/2 6ver en pinne (utom da han befinner sig
pé pinne 4, da han givetvis kliver till pinne 5).

a) Bestdm sannolikhetsférdelningen for antalet kliv. Vad blir
forviantade antalet kliv?

b) Antag att sannolikheterna i stéllet dr 1/3 f6r att ga till nédsta
pinne, 1/3 for att hoppa 6ver en pinne och 1/3 f6r att halka
ner pd marken och tvingas bérja om pa nytt. Vad blir nu
forvantade antalet kliv (frdn pinne 4 kliver han till pinne 5
med sannolikheten 2/3 och borjar om med sannolikheten
1/3; frdn marken kliver han som i a))?

c) Besvara fragornai a) for en godtycklig stege med m pinnar.

Ett parlhalsband bestér av 30 parlor, 15 vita och 15 roda, godtyck-
ligt blandade. Visa att det ndgonstans pa halsbandet finns 10 parlor
ifoljd s att 5 parlor ar vita och 5 &r réda.

Tredje hiiftet

3840.

3841.

Ett visst ar var det fyra méndagar i augusti och fem sondagar i
oktober. Pa vilken veckodag inf6ll 1 september detta &r? Hur manga
ganger under 1900-talet intréffar detta?

I nedanstidende sjuringar ska talen 1, 2, ..., 7 placeras in pd sadant
sdtt att de fem markerade raderna alla har samma summa. Visa
att en sddan utplacering dr mojlig. Vilken siffra maste sta i ringen
hogst upp?
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3842.

3843.

3844.

3845.

3846.

3847.

Leonardo skriver ner alla fyrsiffriga tal med olika siffror som kan
bildas av talen 0, 1, 2, 3, 4 och 5. Han summerar sedan talen. Vad
blir resultatet om han riknat ratt?

Punkterna A, B, C, D och E utgor successiva horn i en regelbun-
den tioh6rning med sidan s. Vi bildar en regelbunden femhorning
BCFOG med samma sida som tiohérningen. Triangeln DOP bil-
das genom att vi drar strdckan DO och forldnger strdckorna DE
och AO forbi E resp O till skdrningspunkten P.

Ange ett exakt virde pa férhallandet mellan femhd6rningens area
och triangeln DPO:s area.

Visa att for varje n =1, 2, ... att
a) n®+2n 4r delbart med 3 och
b) n°+4n ir delbart med 5.
c) Generalisera dessa resultat.

Lat x och y vara reella positiva tal. Vilket forhallande ska rdda
mellan x och y for att nedanstdende uttryck ska bli s& sma som
mojligt. Vad blir minimivérdet?

a) (x+y)°/(x*y%);

b) (x+ )7/ (x*y%);

o) (x+y7/x3yh.

I en roman av den finske forfattaren Arto Paasilinna (Livet dr kort,
Rytkonen dr lang) hittar vi féljande rader: "Rytkonen stéllde upp
formeln for triangelmétning, vilken i all enkelhet sag ut pa foljande
vis:

Ax13 = (Ay12 — Axjptan fp3)/(tan £;3 — tan f3)

Ayi3 = Axjztan f13.”

Vad i all sin da’r dr detta? P4 nagot vis ska man tydligen ta reda pa
avstdndet mellan tva punkter med hjélp av en tredje punkt och
vissa tangenter. Forklara formeln.

I en 3-nationers friidrottslandskamp tdvlade Sverige, Norge och
Finland med en deltagare i varje gren, och vinnaren fick mest
poing, ddrefter 2:an och sedan 3:an. Inga diskvalifikationer eller
delade placeringar forekom och samtliga deltagare fullféljde i sina
grenar. Totalt vann Finland med 26 poidng, medan Sverige och
Norge delade andraplatsen med vardera 15 podng. Reidar Larsen
frdn Norge vann diskustadvlingen och Aron Lundblad blev tvaa i
stavhopp. Frén vilket land kom Aron? Alla podng i grenarna var
heltal = 1. Kan du ge poangférdelningen?
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3848.

3849.

De positiva talen a, b, c uppfyller sambandet
a’=b*+c*-be

Visa olikheten (a — b)(c— a) = 0.

I en skola placerar ldararen sina 25 elever i en kvadratisk formation
om 5 x 5 elever. Visa att det alltid gér att hitta en delrektangel, vars
sidor &r parallella med 5 x 5-kvadraten, med enbart fyra pojkar
eller enbart fyra flickor i hérnen.

Fjidrde hiftet

3850.

3851.

3852.

3853.

Samtliga rutor i vidstdende schema om 1 2 3 4
4 x 4 rutor ska fyllas med siffror. Foljande
ledtradar ges:

Vagrditt Lodrdtt -
1.a? l.e
5.b3 2.12 .
6.c* 3.g
7.d* 4.0

Bokstdverna a, b, ..., h motsvarar heltal

sadana att a?, b®, ..., h* blir fyrsiffriga tal
(fér alltsé inte bérja med 0). Bestim e + g.

Vilka primtal kan skrivas p4 formen n"~! + 1 om vi férutsitter att
n dr ett positivt heltal.

Vid tingsritten i Ockhult anvdnder man sig av 16gndetektor vid
bevisforingen. Detektorn har testats vid universitetet i Humburg
och man har dér funnit att utslaget ar korrekt i 95% av fallen. Detta
resultat pastés gélla bland savél kriminella som icke-kriminella
personer.

For att nedbringa den ekonomiska brottsligheten i Ockhult kal-
las da och dé en slumpvis vald invanare till ekoroteln. Denne far
svara pé fragan: "Har du ndgon géng under det senaste aret begatt
négot ekonomiskt brott?”

Lat oss anta att 10% av invanarna faktiskt ar skyldiga.

Den 1 november kallas invanare K till férhor. Detektorn utpekar
honom som skyldig. Berdkna sannolikheten att K i sjdlva verket dr

oskyldig.
Ar det maijligt att konstruera en triangel sa att hdjderna mot de tre
sidorna dr resp 1/4, 1/2 och 1?2
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3854.

3855.

3856.

3857.

3858.

Gymnasieeleven Per Blom tycker om att stélla till problem. Nedan-
stdende uppgift presenterar han for tre av sina ldrare: Erika Alberg
som dr algebraiker, Annike Holst som har studerat en och annan
sannolikhet i sina da’r och Kersti Tegmo som gérna tilldampar ett
geometriskt synsétt vid problemlésning. Hur kan de tre tdnkas visa
féljande olikhet?

Lat x, y och z vara tal mellan 0 och 1.

Visaatt xy(l1-z)+xz(1-y)+yz(l1—-x) <1.

En hushdllsrulle bestar av papper upplindat pé en papprulle. Hus-
héllsrullens diameter dr 10 cm medan papprullens diameter &r
4 cm. Hur stor del av papperet har férbrukats nér antalet upplin-
dade varv har minskats till hilften?

Vid det senaste traningspasset i Malgarda damlag infann sig bara
fyra spelare. Tranaren kom da pa idén att genomfora foljande
test: Hon delade ut fyra matchtrojor, alla med ett nummer pa
ryggen; talen var skilda positiva heltal. Ingen av spelarna fick se det
egna numret, ddremot kunde var och en se de tre 6vriga numren.
Trdnaren berdttade att summan av tre av talen ar lika med det
fjarde talet. "’Kan négon av er ange numret pa den egna trojan?”
Efter en stunds funderande skakade flickorna pa huvudet. En liten
stund senare utbrast Kicki: "Men i sa fall mdste jag ha tréjanr 9
och jag har det hégsta numret.” Vad hade de 6vriga spelarna for
nummer och hur kom Kicki fram till sin slusats?

Tegn en mest mulig uregelmessig firkant. S betegner summen
av kvadratene pé sidene. G betegner summen av kvadratene pa
diagonalene. Konstruer fra et hjorne i firkanten et linjestykke, hvis
kvadrat er differensen S - G.

Finn ogsa resultatet dersom firkanten er speciell som et trapes,
eller et parallellogram.

Theon frdn Smyrna, som levde pd 200-talet f Kr. hade en metod (se
ex 3007 pa sid 183 i Elementa nr 3 1975) for att berdkna kvadrat-
roten ur 2. Den innebar att man startar med xo =1, yp = 1. Med
hjélp av rekursionsformlerna x,.1 = x, + y, och y,41 = Xp41 + X
réknar man sedan fram en tabell som borjar sa har:

n Xp Yn
0 1 1
1

2 5 7
3 12 17

Da n vaxer kommer kvoten y,/x, att ndrma sig kvadratroten ur 2.
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a) Visa detta resultat.

b) Visaatt xo = 1, o = 1 och rekursionsformlerna x,+; = x, +y,
och y,11 = xp41 + (c—1) x,, leder till att kvoten y,,/ x;, gar mot
/¢ da n vixer obegriinsat.

3859. Placerauttalenl, 2, 3,4, 5irad i ndgon ordning, t.ex. 3,5, 1, 2, 4.
Bilda en ny rad genom att addera talen tva och tva, forsta talet med
andra, andra med tredje osv. [ exemplet farvi3+5,5+1,...,4+3
eller 8, 6, 3, 6, 7 (nér vi natt radens slut borjar vi frdn borjan igen).
Vi bildar en ny rad genom att addera tre tal i taget i foregdende rad;
iexemplet8+6+3,6+3+6,...,7+8+6eller 17, 15, 16, 21, 21.

Proceduren avslutas genom att addera fyra tal i taget. Med givna
viarden farvi 17+ 15+16+21,...,21+17+ 15+ 16 eller 69, 73, 75,
74, 69.

Den fjarde raden inleds alltsa i detta fall med 69. Vilket &r det
storsta mdojliga talet i denna position? Vilka startsviter leder till
dessa extremvirden?

Utfér motsvarande uppgifter fér talen 1, 2, ..., 7 med sex addi-
tionssteg.



