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Om varje bokstav star for en bestdmd siffra, finn I6sningen till
ekvationssystemet

MATTE=KUL-JU

X-X-DUE=ETT.
Lotten har vunnit en summa pengar pa bingo. Da hon ar en ge-
nerds natur bestdimmer hon sig for att ge alla pengarna till sina
broder. Hon ger 100 kr till den &dldste plus 1/10 av aterstoden; hon
ger 200 kr till den nést dldste plus 1/10 av resten; den tredje far
300 kr plus 1/10 av det som da aterstar. Lotten fortsitter pa detta
sdtt tills pengarna ar slut. Efterat konstaterar broderna férvanat

att alla har fatt lika mycket. Hur mycket hade Lotten vunnit och
hur ménga broder har hon?

Los ekvationssystemet 2(xy)* +2(xy)Y = 3x*y¥ = 6x y* i reella tal
X, y.

Tva cirklar med radier 1 och r, dér r < 1, skér varandra i punk-
terna A och B péa sédant sétt att strickan AB bildar diameter i
den mindre cirkeln. Linjen som passerar genom bada cirklarnas
medelpunkter skar cirklarna i fyra punkter. L&t P och Q vara de tva
skdrningspunkter mellan linje och cirklar som ligger pa det storsta
avstandet fran varandra; P ligger pa den st6rre cirkeln och Q pa
den mindre. For vilket varde pa r 4dr avstdndet PQ maximalt?

Ett tresiffrigt tal &r en multipel av ett kvadrattal. Det senare talet
erhdlles om vi stryker forsta siffran i det forra talet och tar de tva
sista siffrorna i omvéand ordning. Vilka dr de bada talen?

Triangeln ABC ar réatvinklig. Pa kateten AC viljs punkten P och pa
hypotenusan AB punkten Q sa att | AQ| = | AC| och sa att triangeln
APQ har samma area som fyrhorningen PQBC. Visa att 2|PQ| =
|ABI.

En foljd med n siffror bestar av idel 0:or och 1:or. Bestdim som
funktion av N det minimala antalet delfoljder med ett jamnt antal
l:or.
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Exempel for n = 6: Foljden 110710,1 innehéller nio delféljder (ar
detta minimalt?) av 6nskat slag:

11,1104, 110;10,1,
1011, 10,10,
01,0;10.1,

10,1,

0,.

(Nollorna har forsetts med index for att underldtta identifieringen
av sviterna.)

A och B genomfor foljande spel. A inleder med att kasta en vanlig
tdrning en gdng. Om A far en sexa har han vunnit. Om A fér nagot
annat dr det B:s tur att kasta. Han kastar tdrningen upprepade
gdnger tills han for forsta gdngen dvertraffar A:s resultat. Sedan ar
det ater A:s tur att kasta. Han haller pa tills han for forsta gdngen
overtraffar B:s basta resultat. P4 det séttet kastar A och B omvéxlan-
de sina serier tills spelet slutar med att ndgon far en sexa. Denne
dr dé segraren. Vad &r sannolikheten att A vinner?

Exempel: Om A startar med en 3:a géller det fér B att f& 4, 5 eller
6. Antag att B efter ett antal kast 6vertréffar vdrdet 3 genom att
fa en 4:a. Antag vidare att A i nésta kastserie for forsta gangen
passerar virdet 4 genom att kasta en 6:a. Detta betyder att A star
som slutsegrare.

a) Talen a, b, c uppfyller villkoren a+b+c = 0 och a®+b*+c? = 1.
Bestdm a* + b* + c*.

b) Talen a, b, c uppfyller villkoren a= b= csamta+b+c < 1.
Visa att a® +3b> +5c2 < 1.
Visa vidare att a® + 4b? + 4c? inte nodvindigtvis ar < 1.

I en gymnasieskola med 3 arskurser ar 25 elever medlemmar i
studieradet.

Man vet att 17 av medlemmarna ar skidakare, 13 4r simmare och
8 dr tennisspelare. Ingen av dem utdvar mer dn tva sporter. Vidare
vet man att 6 elever gar i arskurs 1 samt att alla idrottare i de tre
namnda sporterna gar i arskurs 2.

Hur ménga av de 25 eleverna gar i arskurs 3?

Hur ménga av skiddkarna simmar?

Andra hiftet

Matematiska uppgifter
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Visa att det finns en regelbunden manghdorning inskriven i en
cirkel med radien 1 lingdenhet som har arean 3 areaenheter.

Berédkna x + y + z om man vet att
1/83-x)+1/3-y)=2/(3—2) och
2+ y2 =222,

samt att x, y, z ar skilda reella tal.

Rektangeln ABCD é&r indelad i fem delrektanglar som figuren visar.
Haér har delrektanglarna R, Ry, Rs, R4 alla samma area och Rs5 dr
en kvadrat. Visa att ocksa ABCD &r en kvadrat.

A B
Ry

Rs

Rs
Ry

D C

I en bordtennisturnering deltar n spelare som alla méter alla. Ing-
en match kan sluta oavgjord. Segraren vinner x; matcher och férlo-
rar 6vriga y; matcher, tvdan vinner x, matcher och forlorar 6vriga
¥2 osv. Den siste spelaren har alltsa x,, segrar och y,, férluster.
Visaatt X2 + x5 +...+ X5 = Y2+ ya + ...+ y2.

Lat p(x) = x®+ ax® + bx* + cx® + dx? + ex + f vara ett polynom
sddantatt p(1) =1, p(2) =2, p(3) =3, p(4) =4, p(5) =5 och p(6) =
6. Vad dr p(7) under dessa forutsittningar?

I ett s k underhéllningsprogram i TV medverkar tre pojkar och
tre flickor. Varje pojke utser sin favoritflicka och varje flicka sin
favoritpojke. Alla val sker under sekretess, dvs forst vid slutet av
programmet offentliggors hur de sex deltagarna har valt. Om det
da visar sig att en pojke valt en flicka som sjélv valt denna pojke
blir paret bjudet pa middag. I bésta fall kan tre par bli bjudna pa
middag, men det kan naturligtvis intréffa att inte nadgot par bildas.
Vad ar sannolikheten att den senare hidndelsen intrdffar om vi
forutsatter att de sex deltagarna gor sina val helt slumpmassigt
och oberoende av varandra?

Ar det moijligt att vélja konstanterna a, b och c sé att
x+a)?+Q2x+b)?+@2x+0)%=Bx+1)?

géller for varje x?
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Pé en 0 finns det 45 kameleonter, 10 roda, 15 bl& och 20 gula. Nar
tvd kameleonter av olika farg mots skiftar de bada till den tredje
fargen. Om t ex en bla och en gul kameleont mots blir de bada
roda.

Ar det mojligt att kameleonterna efter ett antal méten alla har
samma farg?

Los ekvationen cos x — cos2x + cos3x — cos4x = 1/2.

I en spetsvinklig triangel ABC &r vinkeln A 60°. Bilda bisektriserna
till de vinklar som bildas av héjderna dragna genom B resp C.

Visa att en av bisektriserna passerar genom den omskrivna cir-
kelns medelpunkt.

Tredje hiftet

Matematiska uppgifter

3880.

3881.

Los vidstaende "korstal” (som korsord, men |' 2P
med siffror i stéllet for bokstéver)! 1
Vagriitt Lodriitt
1. Primtalskub 1. Primtalskvadrat 5 6
4. Kvadrat 2. Tre ganger kubikroten ur vagratt 1
5. Kvadrat 3. Primtalskvadrat 7
7. Kub 6. Dubbla kubikroten ur vagratt 7

Per och Nils akte i var sin bil frdn Axnis till Brevik, en strdacka pa 45
mil. Fran borjan hade de lika mycket bensin i sina brénsletankar
och dessutom medférde de en reservdunk innehéllande samma
maingd som i vardera tanken. Efter ett tag signalerade Nils till Per
att bensinen var slut. Per hade dé fortfarande en tredjedel av sin
bensin kvar. Efter ndgot rdknande férdelade de reservdunkens
innehéll pa sddant sitt att bada bilarna néddde sitt méal, men just
vid ankomsten var bada tankarna tomma.

Dagen dérpa fyllde de tankarna helt; Nils tank rymmer 16 liter
mer 4n Pers tank. Dessutom héllde de 10 liter i reservdunken. De
startade nu aterresan till Axnis. S& smaningom blev de samtidigt
stdende pé vigen pga brinslebrist. De fordelade da bensinen i
reservdunken sé att de &nyo kom fram till mélet just som bensinen
tog slut fér dem bada. Vi forusétter att bensinfoérbrukningen for
varje bil 4r konstant oavsett korriktning.

a) Hur ménga liter rymmer de bada tankarna?

b) Var blev Nils stdende pa utvigen?

¢) Var blev Nils och Per stdende pa tillbakavigen?
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En ldrare skriver 18 olika heltal pé tavlan. Visa att det bland dessa
alltid finns tva tal vars differens dr delbar med 17. Generalisera
detta resultat. Giller motsvarande for tva tals summa?

Berdkna arean pé den storsta rektangel som kan skrivas in i en
ellips med halvaxlarna a och b. Hur férhaller sig rektanglarnas
sidor till a och b?

a) Latay, ay, ..., a15 vara en permutation (omordning) av talen
1,2,...,15. Visaatt (a; —1)(az —2) -...- (a15 — 15) dr ett jamnt
tal.

Ar motsvarande produkt fortfarande jamn om talet 15 byts
mot ett godtyckligt positivt heltal n?

b) Polynomet (1 + x + x?)!° kan skrivas pa formen ag + a; x +
arx? + ...+ aspx30. Visa att summan ag + do + da + ...+ asg ar
ett jamnt tal.

Ar motsvarande summa fortfarande jimn om talet 15 byts
mot ett godtyckligt positivt heltal n?

Vilket virde har x2 + 1/x% om x + 1/x = 12 Vilket virde har x33 +
1/x3% under samma férutsittning?

a) Inuti en liksidig triangel ABC med sidan a langdenheter lig-
ger en punkt P med avstanden 3, 4 resp 5 ldngdenheter till
triangelns horn. Bestdm sidan a (exakt).

b) Bestdm sidan a om om avstdnden fran P till h6rnen ar r, s
t. Vilka samband maste rdda mellan dessa avstand for att
uppgiften ska ha en 16sning?

Emma har fatt 97 bollar i fyra olika farger och ett antal skilda
storlekar. Om man véljer ut fem bollar av samma farg finns det
alltid tva bollar av samma storlek. Emma forvarar sina bollar i
tre stora lador. Visa att det i ndgon l4da maste finnas tre bollar i
samma fiarg och samma storlek.

For vilka heltal n dr v n—4v/'n — 43 ett heltal?

En fotboll har radien R och dess yta bestar av tolv stycken re-
gelbundna svarta femhorningar och 20 stycken regelbundna vita
sexhérningar pa sitt som framgar av nedanstéende figur 1.

a) Bestdm arean av en sexhorning som funktion av R. Bestim
arean numeriskt fér R = 10,5cm.

b) Fotbollen dr forhoppningsvis sfarisk vilket betyder att ndmn-
da manghorningar &r "buktade”. Om vi later fem- och sexhor-
ningarna vara plana ersétter vi sfiren med en 32-sidig figur.
Vad blir sexh6rningens area i detta fall?
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¢) Hur kan man utifran figur 2 komma fram till att antalet fem-
och sexhdrningar méste vara just 12 och 20?

Figur 1 Figur 2

Fjarde hiftet

Matematiska uppgifter

3890.

3891.

3892.

3893.

Det dr forstas alldeles sant att summan av de tva udda talen ETT
och ELV A dr lika med TOLV. Inte heller gar det att hitta nagot
primtal som ligger mellan TVA och TRE. Hir str varje bokstav
for en siffra; bestim dessa.

En shejk vill préva om hans son besitter tillrdcklig vishet for att rétt
forvalta hans stora formogenhet. Han visar upp tre pasar som var
och en innehéller tre mynt. Mynten &r av tre slag: guld, silver och
koppar. Varje mynt har en vikt som &r ett helt antal gram. Sonen
far veta foljande:
I den forsta pasen ligger 2 guldmynt och 1 silvermynt med
sammanlagda vikten 41 g.
I den andra pasen ligger 2 silvermynt och 1 kopparmynt med
sammanlagda vikten 39 g.
I den tredje pasen &r de tre myntens sammanlagda vikt 36 g.
Hér vet man emellertid inte vilka mynt som ingar.
Hur mycket védger vart och ett av de tre mynten?

nst nst

. —N—  —— . .
Visa att 111...10888...89 &r en heltalskvadrat for varje n. Finns
det andra kvadrattal pa formen aaa...a0bbb...bc

—— ——
nst nst
Vivien och Robert gor en batutflykt p4 Themsen. Allt tycks vara frid
och fr6jd, nér plotsligt dimman lagger sig tét 6ver floden. Sikten
ar obefintlig och l4tt panikslagna forsoker de vdinda baten for att
ta sig i land. Men de inser snart att de helt har kommit ur kurs.
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De befinner sig mitt i floden och har 100 m till vardera stranden
och vill pa snabbaste sdtt komma pa fast mark. Vivien, som haller
huvudet nagorlunda kallt, foreslar att de forst ska ro en lamplig
strdcka i en riktning och sedan @ndra kurs for att sedan ro i den
nya riktningen tills de nér nagon av stranderna.

Antag att de forst ror a meter (om de inte innan dess har natt
land) och sedan dndrar kurs pa ett givet sdtt. Hur l&ng strdcka
tvingas de i vérsta fall ro for att ta sig iland? For vilket varde pa a
och for vilken kursdndring blir ndimnda stricka minimal?

Los ekvationen
sin®3x + sin®4x = sin®5x.

(ser ndstan ut som Pythagoras’ sats for en egyptisk triangel!)

Kapteinen pa romskipet blir spurt av skoleungdom om neste ferd.
Han svarer att det blir x kvinner och y menn ombord. Videre blir
oplyst att ferden er planlagt & vare z hele dager. Sa skriver han pa
tavlen ytterligere informasjon:

-1
3,141592653 = x + ﬂ + ﬁ oYz .
10 10% 107

Han sier att tillnermelsen er meget god.
Hvor mange kvinner og hvor mange menn blir med, og hvor
mange hele dager skal ferden vare?

Los ekvationen
103 — 2y +5)x% + (y — 4)x + 100 =0

i positiva heltal x och y.

Vrédngobolaget bedriver sommartid battrafik i Goteborgs skédrgéard
och har bl a en rundtur med &ngfartyget Dalane som ldgger till
vid ett stort antal bryggor. Rundturen &r mérklig s4 tillvida att det
under gang alltid &r samma antal passagerare. Vidare gar alltid en
fjardedel av alla passagerare iland vid varje stopp och de ersitts
med lika manga som gar ombord. Av dem som gar iland vid en hall-
plats utgors 10% av passagerare som gick ombord vid foregdende
hallplats och 20% av passagerare som gick ombord tva hallplat-
ser tidigare. Dalane besoker pa sin fard i tur och ordning Aspero,
Branndo, Donso och Vrango, for att ndimna nagra oar.

Hur stor andel av passagerarna som fanns ombord nir man just
lamnat Asperd fanns fortfarande ombord vid avgang fran Vrango?

Har kommer en variant av det klassiska stegproblemet.
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Tva stegar star lutade mot tva husfasader pa 6mse sidor aven
gata och korsar varandra under rata vinklar 8 m 6ver markplanet
som figuren visar. Stegarna ar olika langa och den lingre stegen
nar 7,38 m ldngre upp pa sin husvégg dn den andra.

Hur langt dr det mellan husviaggarna? Hur langa dr de bada
stegarna?

7,38m 5

<

8m

Anm. Det klassiska stegproblemet ar betydligt svarare och lyder
som foljer: Tva stegar av lingderna 20 och 30 m &r placerade pa
samma sétt som ovan. De korsar varandra 8 m &ver gatan (vinkeln
dr i detta fall okdnd). Hur bred &r gatan? (Detta problem férekom
senast i Elementa 1980:4.)

Ernst, Sigmund och Anna sitter en kvill och smépratar framfor
brasan. Plotsligt sdger Ernst: "Om man ldgger ihop siffrorna i mitt
fodelsear far man faktiskt min alder.” Sigmund, som &r négra ar
dldre dn Ernst, tinker en kort stund och konstaterar sedan forvanat:
"Det blir samma sak for mig; om man lagger ihop siffrorna i mizt
fodelsedr staimmer summan med min dlder.” Den matematiskt
sinnade Anna grubblar ett tag varefter hon utbrister: D4 ber jag
att fa gratulera er bada pa fodelsedagen!”

Nér dgde denna konversation rum? Tilldggas bor att detta intraf-
fade vid det senaste tillfdllet som det skulle varit mojligt f6r Anna
att dra ndmnda slutsats.

Anm. Vivill pdpeka att detta ar ett rent matematiskt/logiskt pro-
blem och att det inte &r négra tolkningsfillor i formuleringarna.
Alla yttranden félldes under en och samma dag. Férekommande
aldrar anges i hela ar. En person anses exempelvis vara 47 ar from
det datum som han fyller 47 t o m dagen innan han fyller 48.



