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Argang 81, 1998

Forsta hiftet

Matematiska uppgifter

3900.

3901.

3902.

3903.

3904.

Mirjam beger sig varje morgon till floden for att hdmta vatten till
sin egensinnige make. Denne vill ha exakt 7 log (ungefar 3,5 liter)
till sitt fotbad men Mirjams tva krus rymmer 4 resp 9 log. Hur loser
hon denna uppgift?

En morgon finner Mirjam att ndgon har slagit sonder bada hen-
nes krus under natten. Maken forser henne med tva nya krus som
rymmer 5 log resp 13 log. Kan Mirjam fortfarande fa ihop sina 7
log?

Tvé elever i ett land langt borta har fatt i uppdrag att ge en resumé
av ett nationalepos utgivet i ett band. Eleverna &r osédkra pa vad
ordet resumé betyder och kan inte komma 6verens om hur uppgif-
ten ska utforas. Den ene foreslar att man ska bestdimma summan
av samtliga siffror som ingér i sidnumren. Den andre tycker att det
rdcker med att berdkna totala antalet siffror i sidnumren. Eftersom
de inte kan enas slar de ihop de tva summor som de fétt. Resultatet
blir 10044. Hur méanga sidor innehaller boken?

Los ekvationen

2
Xy+ (x+7) =9
xy-1

ireella tal x och y.

Sommaren 1997 anordnades en fortbildningskurs f6r matematik-
larare pa Samso i Danmark. Den samlade 20 deltagare, varav 7
svenskar och 13 danskar. Det var lika manga manliga som kvinn-
liga ldrare: 4 av svenskarna och 6 av danskarna var kvinnor. En
grupp om tre slumpvis utvalda ldrare stod for matlagningen i talt-
lagret (ingen hade lyckats utverka bidrag till kursen). Det blev ett
lyckat val: gruppen innehéll larare fran badda ldnderna och av bada
konen. Vad dr sannolikheten att f& en sddan blandgrupp?

Los ekvationssystemet

xz—yz=1
yz—zle
Z2-xy=1

ihelatal x, y, z.
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3905.

3906.

3907.

3908.

3909.

Ett vanligt A4-ark har matten 210mm x 297 mm. Vilken area har
den storsta halvcirkel som kan uppritas pa ett sddant ark?
Bestdm alla polynom p(x) som uppfyller p(x+1) = p(x) +2x+1
for varje x.
Visa att 187" —154" + 163" —97" 4r delbart med 99 for varje positivt
heltal n.
Los ekvationen

2x[x] - x* = [x] +3x =0
dér [x] betecknar det storsta heltal som dr < x (exempelvis &r
[2,71=2,[2,0] =2 och [-2,7] = -3).
En liksidig triangel ABC é&r inskriven i en cirkel. P4 den kortare
cirkelbagen AB tas en punkt P. Den rita linjen genom punkterna
A och P skir férldngningen av BC 6ver B i punkten D, medan den
rédta linjen genom punkterna B och P skér férldangningen av AC

AP
over Aipunkten E. Berdkna forhéllandet IP_B: da vinkeln DEC ar

rat.

Andra hiftet

Matematiska uppgifter

3910.

3911.

I varldscupen i skidskytte for damer anvinds ett system med hel-
talspodng, sa att vid varje enskild tévling far etta a; poédng, tvdan
ap podng, trean az podng osv, med a; > ap > az > .... Under den
gangna sdsongen hade den totala varldscupsegraren Magdalena
Forsberg under de tio forsta tdvlingarna fatt placeringarna 3-2-2-
1-7-1-1-7-3-3 (i denna ordning). Efter den fjdrde tdvlingen hade
MF fatt ihop 106 podng (for en tredjeplats, tvd andraplatser och
en forstaplats), efter den sjunde tdvlingen hade hon samlat ihop
185 podng och nir den tionde tdvlingen var avslutad var hennes
totala podngsumma 252 podng. Anvind denna information till
att bestdmma poidngtalen f6r vinst, andraplats, tredjeplats samt
sjundeplats.

Los ekvationssystemet
logx—logy+logz=3
2logx—logz=1
logd(x+y)=logz

(log star for 10-logaritmen).
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3912.

3913.

3914.

3915.

P4 den lilla 6n Botano i Vita Havet finns det tva folkslag, jasmi-
ner och nejlikor. Jasminerna 4r kénda for sin héga moral och for
att de aldrig skulle kunna uttala en 16gn. Nejlikorna ddremot be-
traktas som opaélitliga och for att leva upp till sitt rykte ljuger de
konsekvent. Vid ett besok p& Botano traffade jag Charlotte, Emily
och Anne p4 ett vardshus. Jag frdgade Charlotte: "Vilka av er tre &r
jasminer?”. Hon talade dock med utpriglad dialekt sé jag forstod
inte ett ord. ”Charlotte sade att bara en av oss dr nejlika”, upplyste
Emily ndr hon mérkte att jag inte hade uppfattat svaret. "Tro in-
te pa Emily”, genmailde d& Anne. "Hon talar aldrig sanning”. Kan
man av dessa svar avgora vilka som &r jasminer och vilka som &r
nejlikor?

Dagen dirpa traffade jag pa samma vérdshus Biff, Happy och
Willy. Till dem stéllde jag fragorna: ”Biff, &r Happy en jasmin?”,
"Happy, hor Biff och Willy till samma folkslag?” och "Willy, hur &r
det med Happy? Ar han jasmin?” Svaren blev i tur och ordning
ja, nej och ja. Vilka folkslag tillhérde de tre? Hade man kunnat
faststélla tillh6righeten for varje tdnkbar svarskombination?

Finns det négot fyrsiffrigt tal m sddant att de tre sista siffrorna i
m' 6verensstimmer med de tre sista siffrorna i m for varje positivt
heltal n?

P4 vanligt stryktips med 13 matcher kan man bilda 3! méjliga
tipsrader, ddr en rad bestar av en f6ljd av 13 tecken: ettor, kryss
och tvdor. Med olika former av system som innehaller lampligt
utvalda rader forsoker man férbéttra vinstchansen for en given
insats. F6ljande system, den s k 9-nyckeln

1 1 1 x x x 2 2 2
1 x 2 1 x 2 1 x 2
1 2 x 2 x 1 x 1 2
1 2 x x 1 2 2 x 1

ger exakt 4 rétt pa 9 rader och exakt 3 ritt pa 72 rader av de totalt
3% = 81 vinstrader som 4r mojliga for fyra givna matcher. Visa detta!
Denna nyckel kan kombineras med sig sjilv sé att vi far en nyckel
pa 9-9 =81 rader for atta matcher, vilket garanterar minst 6 ratt.
For hur manga av de méjliga 3% = 6561 mojliga vinstraderna ger
denna nyckel exakt 7 rdtt? Ange ett system baserat pa 9-nyckeln
som garanterar minst 10 ritt pa 13 matcher.

Hypotenusan i en egyptisk triangel (dvs med sidorna 3, 4 och 5)
ligger ldngs den réta linjen x — 2y = 0 i ett ratvinkligt koordinatsys-
tem. Vi forutsétter att triangeln 4r orienterad sé att den mindre
av kateterna dr beldgen ndrmast origo. Bestdm koordinaterna for
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3916.

3917.

3918.

3919.

den rita vinkelns spets d& medianerna skér varandra i punkten
(5, 4). Hur bestdammer man det aktuella hérnet om man endast har
tillgang till passare (eventuellt med ldmplig instillning av radien)
och ograderad linjal?

For manga ar sedan gick det dagligen ett mycket méarkligt tdg mel-
lan Skene i Vastergotland och Tagarp i Skane. Det var sammansatt
av tio vagnar, roda eller vita, men ordningen mellan vagnarna
maste folja vissa bestdimda regler.
(i) Man hade alltid rétt att koppla ihop en rod vagn med en vit
vagn sé att den roda foregick den vita.

(i) Om man hade tva tillatna delsétt kunde dessa alltid kopplas
samman (om man hade tva delsétt, bada av typ RV, kunde
dessa alltsa kopplas samman till ett sdtt med fyra vagnar,
RVRV).

(iii) Till ett godtyckligt tillatet tdgsatt kunde man alltid koppla en
rod vagn framf6r och en vit vagn efter (delsédttet RVRV kunde
man alltsa bygga pa till RRVRVV).

Inga sammankopplingar utanfér dessa regler var tillaitna. Hur
manga olika firgkombinationer var mojliga fér de tio vagnarna?

For vilka reella tal géller olikheten

1 1 1
>

ﬁ+ Vi+l Vx-1
Lat v vara en godtycklig talf6ljd bestdende av de N forsta positiva
heltalen, tex{5,7,2,6,1, 3, 4} for N = 7. Bilda en ny talf6ljd, dar
forsta talet i foljden anger den position ”1” hade i v, andra talet
anger vilken position "2” hade i v osv. Vi kan uttrycka den nya
sviten som en funktion av den gamla, F(v). I exemplet blir F(v) =
{5,3,6,7,1,4,2}.Om viupprepar proceduren for den senare sviten
far vi en svit som kan betecknas med F(F(v)). I exemplet blir denna
{5,7,2,6,1, 3,4}, dvs vi dr tillbaka till ursprungssviten. Visa att
detta inte &r en tillfdllighet utan att det allmént géller att F(F(v)).
Lat oss nu i stéllet bilda talf6ljden G(v) for vilken forsta talet
anger positionen i v for talet N, andra talet dr positionen i v for
talet N —1 osv. I exemplet ovan blir G(v) ={2,4, 1,7, 6, 3, 5}. Om vi
upprepar denna procedur ytterligare tre gdnger aterfar vi sviten
v. Visa detta, dvs att G(G(G(G(v)))) = v géller for varje v. Vad blir
F(GF(G(»)))?

Héar kommer ett klassiskt geometriproblem. P4 en cirkel viljs tva
punkter A och B godtyckligt. Genom mittpunkten O p& kordan AB
dras tvd nya kordor, CD och EF, sé att punkterna ligger i ordningen

?
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A, C, E, B, D, F péa cirkelperiferin. Vi drar sedan kordorna CF och
ED sé att en fjarilsliknande figur bildas. Kordan AB skér darvid
CF i punkten P och ED i punkten Q.

Visa att P och Q ligger pa samma avstand fran O.

Tredje hiiftet

Matematiska uppgifter

3920.

3921.

3922,

De fem olympiska ringarna bestér av fem cirklar som skér varandra
pa sa sétt som figuren nedan visar. Varje ring uppdelas pa sa sétt
i tva eller tre félt. I de nio félt som bildas placerar vi ut talen 1,
2,...,9. Lat summorna av talen i de fem ringarna vara Sy, ..., Ss.
Lat Spmin vara den minsta av de fem summorna. Vad &r det storsta
viarde som Sy kan anta?

Vid hovet hos den tysk-romerske kejsaren Fredrik I anordnades
troligen 1224 en tdvling i matematisk probleml6sning. En av del-
tagarna skall ha varit Fibonacci (Leonardo fran Pisa). Ett av de
forelagda problemen var detta:

Tre mén har var sin andel i en samling mynt: A dger 1/2, B 1/3
och C 1/6 av mynten. Mynten skall férdelas mellan de tre dgarna.
Mynten ldggs i en hog och var och en av dem tar en sé stor del
som han anser svarar mot sitt innehav (inget mynt lamnas kvar).
Direfter far A lamna ifrdn sig 1/2 av de mynt han tagit, B1/3 och C
1/6. De aterlamnade ldggs i en ny hég och fordelas lika mellan de
tre. Darvid visade det sig att var och en fick sin rdttmaitiga andel av
mynten.

Hur manga mynt var det allt som allt (minsta mojliga antal skall
anges) och hur ménga mynt tog var och en vid den férsta delning-
en?

Anna, bosatt i Bugatto, cyklar dagligen till sitt arbete i Maserato.
I uppférsbackarna dr hennes hastighet 20 km per timme, medan
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3923.

3924.

3925.

3926.

hastigheten i nedférsbackarna 4r 30 km i timmen och pé jamn
mark 24 km per timme. Resan tar 50 min frdn bostaden till arbe-
tet medan aterresan tar exakt en timme. Hur langt 4r det mellan
Bugatto och Maserato?

De positiva heltalen a, b, ¢, d uppfyller sambanden a+b=c+d =

. , " a_ b
1998. Vad dr minsta resp storsta virdet av — + 3?
c

Danernas nye kejsare har till sin kroning bestillt en mantel av det
tunnaste tyg som vérlden dittills skddat. Budet om tillverkningen
gar till speciellt utvalda vavare fran frankernas land, tessiter, och
fran anglernas land, hobbiter. Under tre dagar vill man préva om
vavarna haller méttet. Den férsta dagen arbetar tre tessiter och tva
hobbiter. De vaver tillsammans mer dn 25 m. Den andra dagen
arbetar fyra tessiter och en hobbit och de vdver mindre dn 30 m.
Den tredje dagen vdver tvé tessiter och fem hobbiter och resultatet
blir mindre &n 36 m.

Kejsaren, litt irriterad 6ver de diffusa sifferuppgifterna, begir
att fa veta exakt hur snabbt var och en arbetar. Riksdrotsen sva-
rar att varje tessit vdver samma antal hela meter per dag och att
detsamma géller varje hobbit, men att tessiter och hobbiter inte
noddvandigtvis dr lika snabba. Hjdlp kejsaren att med ledning av
detta bestdimma resp vdvhastigheter.

Ett klassiskt sannolikhetsproblem. Tv4 kort dras slumpma@ssigt ur
en vanlig kortlek med 52 kort.
a) Om man vet att &tminstone ett av korten 4r ett ess, vad dr da
sannolikheten att ocksa det andra kortet r ett ess?
b) Om man vet att ett av korten ar spaderess, vad dar d& sanno-
likheten att dven det andra kortet 4r ett ess?
Fundera 6ver foljande frdgor innan du bérjar rdkna. Bor det bli
samma svar i a) och b)? Om svaret pa denna fraga ar nekande,
vilken av sannolikheterna bor da vara storst?

Under 1977 hade biblioteket i Axelandria 6ppet 300 dagar. Totala
antalet boklan under aret var 4202.
a) Visa att antalet utlanade bocker atminstone en dag var 15
eller fler.
b) Visa att det inte n6dvéandigtvis finns tva dagar med 15 eller
fler utlanade bocker.
¢) Visa att det sdkert finns mer dn tio dagar med exakt samma
antal utldnade bocker.
d) Visa att det inte behover finnas mer dn elva dagar med exakt
samma antal utldnade bocker.
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3927.

3928.

3929.

I en triangel med arean A dr en sida a och motstdende vinkel v.
Berikna vmax dd a®tanv = 4A.

For varje heltal N géller foljande for funktionen f(N):
(i) f(N) ar ett heltal;
i) fFN)-5f(N)+4=0.
a) Antagatt f(N) = k, k konstant, for varje heltal N. Vilket virde
maste k d& ha?
b) Visa att det for varje positivt heltal M # 1000 existerar en
icke-konstant funktion f(IN) som uppfyller villkoren ovan
och som antar viardet M f6r N = 1000.
c) Visa att pastédendet i b) inte &r sant om vi i texten byter ut
talet 1000 mot 1001.

I triangeln ABC viljs punkten D pa sidan BC och punkten E pa
sidan AC. Strackorna AD och BE skir varandra i punkten F. Dia-
gonalerna i fyrhérningen FECD skir varandra i punkten G.

Bestdm arean av triangeln ABG om resp areor for trianglarna
FEC, ECD och CDF ir 6, 9 och 6 areaenheter.

Fjarde hiftet

Matematiska uppgifter

3930.

3931.

3932.

I nedanstdende additioner har varje siffra genomgéende ersatts
med en viss bokstav. Olika bokstéver motsvarar olika siffror. Da
FEM+ SEX = ELVAmedan FEM + ETT = TRE undrar vi vilka
siffror som doljer sig bakom de olika bokstiverna.

I en butik siljs julmust av tvad mérken, Almust och Utmust. Almust
kostar 50% mer dn Utmust, pris for tomglas ej inrdknad. Om man
raknar in flaskan i priset (panten dr densamma fér de bada maér-
kena) kostar 8 flaskor Almust lika mycket som 11 flaskor Utmust.
Tredjedag jul tar Julius sina 27 urdruckna flaskor med sig till buti-
ken. Det visar sig att panten rdcker precis till ett helt antal fyllda
flaskor (panten for de senare ska raknas in). Hur ménga flaskor av
varje mérke far han?

Talet 1999 kan skrivas som summan av tva successiva heltal, 999
och 1000. For vilka andra vdrden pé n kan 1999 skrivas som en
summa av n pa varandra foljande positiva heltal? Besvara fragan
om 1999 byts mot 2000.
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3933.

3934.

3935.

3936.

Vilket dr det storsta vardet pa x for vilket ekvationen

dr uppfylld? Hér anger [a] det storsta heltal som dr mindre dn eller
lika med a. Exempelvis &r [5,27] =5 och [-3,12] = —4.

I en triangel med vinklarna A, B och C giller sambanden

2
tanA+tanB+tanC = 65 och
1
tanA-tanB+tanB-tanC+tanC-tan A= 125.

Bestdm triangelns vinklar.

Matilda har ett vanligt dominospel med 21 dubbelbrickor forsedda
med prickar, i antal frén 0 till 5 per brickhalva. Varje bricka kan
dérfor sdgas motsvara ett visst talpar. Om vi inte tar hinsyn till
ordningen mellan halvorna férekommer varje moijligt talpar exakt
en gang.

a) M forsoker ldgga de 21 brickorna i en sammanhingande
slinga sa att intilliggande brickor mo6ts med samma antal
prickar. Kommer hon att lyckas?

b) M ldgger nu de 21 brickorna i tre sammanhdngande rader
men med fria dndrutor, ocksa hir med samma prickantal
for motande brickhalvor. Hon kraver ocksé att det ska vara
samma antal prickar i de tre raderna. Vilket antal prickar
kommer de tre &ndrutorna att f&?

c) Iett tredje forsok plockar M forst bort tre av brickorna. De
aterstdende 18 brickorna placerar hon i sex rader med tre
"liggande” brickor i varje rad, sa att de 36 brickhalvorna bildar
ett 6 x 6-rutnét dér antalet prickar i varje rad, varje kolumn
och varje diagonal 4r detsamma. Hur kan detta géras om hon
vill att pricksumman ska vara sa stor som mojligt?

Lat ¢ vara ett tal vars absolutvirde ligger mellan 0 och 1. Vi s6ker
ett ndrmevérde till £ p4 formen

+v/a1/10 + /az/10%... + /a; /10" ... + /a, /10",

I avsikt att astadkomma en entydig 16sning uppstiller vi féljande
regler:
1. Fori=1,2,..., nir a; ett positivt heltal eller lika med 0; dock
ar alltid a; < 100.
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3937.

3938.

3939.

2. Ivarje enskilt steg handlar det om att bestimma a; utifrdn
ett decimaltal. Vi véljer da det vdrde som ligger nérmast deci-
maltalet. Om decimaltalet ligger mitt emellan tva heltal viljer
vi det storsta heltalet.

3. Antalet steg vid bestimningen av ndrmevardet skall vara det
minsta mojliga antalet som krévs for att tillfredsstélla 6nskat
krav p& noggrannhet. Detta avgor vérdet pé n.

Bestdm ndrmevérden till nedanstaende tal sa att felets absolutvér-
de i bada fallen 4r mindre &n 107°.

a) 1-3=1,415926536/10.

b) e—2=7,182818285/10.

Ledning: Om talet skrivs pd formen ¢ = v/10 blir den forsta ekva-
tionen /X = v. Utga frdn I6sningen x; och anvind ovanstdende
regler vid valet av a;.

Ar det mojligt att placera ut fyra punkter i planet sa att de parvisa
avstdnden endast antar tvd olika vdrden? Samma frdga med fem
punkter. Ar det mojligt att placera ut sex punkter i rummet sd att
de parvisa avstdnden endast antar tva olika virden?

En alpin skidklubb som arrangerar en internationell slalomtévling
har garanterats prispengar ur The Downhill Foundation. Bestdm-
daregler giller dock for hur medlen ska anvédndas. Varje tdvlande
fér ett pris ur donationen om hon/han inte blir besegrad av ndgon
annan tévlande i bdda dken. En deltagare som vinner det ena &ket
men blir sist i det andra kommer alltsé att fa ett pris. Vilket dr det
forvantade antalet pris om 5 akare deltar i tivlingen? Generalisera
resultatet till att gdlla n deltagare. Vi antar att ordningen mellan
akarna dr helt slumpméssig, att resultaten i de bada &ken &r obe-
roende av varandra samt att tva akare inte kan komma pa samma
plats.

a) Visa att medianerna i en godtycklig triangel har en samman-
lagd ldngd som understiger triangelns omkrets.

b) Triangeln ABC &r given. Lt D vara mittpunkten pd sidan AC
och E mittpunkten pa sidan BC. Beteckna mittpunkten pa
strickan AD med F. Visa att omkretsen av triangeln BEF dr
mindre dn omkretsen till triangeln ABD.



