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Forsta hiftet

3940. Nair Bertil kommer in i klassrummet for att halla en mattelektion
hade nédgon skrivit pa tavlan
ANTE
+ ASTA
=SANT
Bertil tittade pa det skrivna en stund och sade sedan till eleverna:
"Det &r ju alldeles riktigt, om varje bokstav stér fér en viss, egen
siffra. Kan ni rdkna ut vilka siffror det blir?”

3941. Siffrorna 1-9 pa en rdaknare dr ordnade i en kvadrat. Ta en god-
tycklig rad, kolonn eller diagonal. Skriv forst dessa siffror, sedan
siffrorna i omvind ordning. T ex ger andra kolonnen 258852 (eller
852258). Visa att detta tal alltid &r delbart med 37.

3942. Sherlock Holmes dlskade att mystifiera Watson. I berédttelsen Silver-
bldsen utfor Holmes en gatfull berdkning for att bestdmma tagets
fart:

—Det gér fort, sade han, i det att han sdg ut genom fonstret och
tittade pa sin klocka. Vi kor fér 6gonblicket med en hastighet av
femtiotre och en halv miles i timmen.

—Jag har inte lagt mirke till milstolparna, sade jag.

- Inte jag heller. Men telegrafstolparna pa denna linje star sextio
yard frdn varandra och d& man vet det, 4r utrdkningen mycket
enkel.

Berédkningen skulle vara enkel, om det inte vore for de engelska
enheterna: 1 mile = 1760 yard. Det finns ménga teorier fér hur
Holmes kom fram till sin slutsats. I Hans-Uno Bengtssons bok
Trepiporsproblem och bagateller finns foljande forlag till 16sning:

Om N stolpavstand passeras pa T sekunder blir hastigheten

V = (60 x N)/Tyard per sekund
= (60 x 3600 x N)/(1760 x T) miles per hour.

Eftersom 176 = 11 x 16 sa bor Holmes ha rdknat N = 11 (eller mgjli-
gen 22) stolpavstand for att géra berdkningen s& enkel som mojligt.
Om 11 stolpavstdnd passeras pa 25 sekunder forsvinner manga
faktorer och hastigheten blir V' = 54 mph, vilket ska jamforas med
Holmes siffra 53.5 mph. Kan berékningen ha gjorts pa ndgot annat
satt?

3943. Enrétvinkligtriangel ABC med hypotenusan AC &r given. En cirkel
med medelpunkten pa BC passerar genom C och skér kateten BC
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3944.

3945.

3946.

3947.

3948.

i punkten D och hypotenusan i punkten E. Visa att
|AE|-|AC| = |BD|-|BC| +|ABJ>.

Ett klassiskt sannolikhetsproblem. Enligt gammal rysk tradition
kunde en flicka avgdra om hon skulle komma att gifta sig under det
nédrmaste aret pa foljande sétt. En kamrat héller sex grasstran i han-
den sd att bara dndarna &r synliga. Flickan knyter slumpméssigt
ihop dndarna tva och tva pd den ena sidan och gor sedan samma
sak pd den andra. Om strana nu bildar en sammanhéngande ring
sé kan flickan borja planera for brollop. Vad &r sannolikheten f6r
att detta intréffar? Som tillagg undrar vi: Vad &dr sannolikheten for
att strdna bildar exakt tvé ringar utan att nagra stran blir 6ver?

Foljande uppgift dr en variant av ett problem som férekom vid
kvalificeringen till Skolornas matematiktédvling i hostas (1998).
En parallellogram har sidorna a och b, % < $ <2.0m man drar
bisektriserna till vinklarna i parallellogrammens h6rn kommer de
att innesluta en rektangel. Visa att forhéllandet mellan rektangelns

och parallellogrammens areor ar (a — b)?/2ab.

Kl 12.00 cyklar Linda frén sitt arbete pa Luthagens kdf (star for
kommundelsforvaltning) f6r att hdmta en skrivelse pa Eriksbergs
kdf. Ellinor, som har tjdnst pa den sistndmnda forvaltningen, cyklar
vid exakt samma tidpunkt for att hdmta en skrivelse pa Lindas ar-
betsplats. De dker samma fardvdg med konstant hastighet, men
de cyklar olika fort. De mots nér Linda har cyklat a km. Vid fram-
komsten far de vanta en halvtimme innan de kan &tervinda till
sina arbetsplatser. P4 tillbakavidgen mots de bada nér Ellinor har b
km kvar att cykla. Vem &r snabbast om a < b?

Berdkna
a) log,,2-log, 10,
b) log,3-log;5-logs2,
c) log, 5 ndr man vet att log;,2 = 0,3010.
Vilka allmédnna logaritmlagar kommer till anvindning hir?

Elin ritar cirkelbdgar med varierande radier, men alla av1ldngden 1.
Darefter klipper hon ut en likbent triangel som ska vara tillrdckligt
stor for att tdcka en godtyckligt vald bage. Vilken triangelarea ar
den minsta majliga for att Elin ska kunna ticka varje enskild bage
oavsett radie?
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3949. Den s k Fibonacciserien {19 | definieras genom

fi=1
fr=2

fon=fn-1+ fn— forn=3.

a) Berdkna summan

1
Sp= Z(fl +fol24 f3l22 4k /2071

forn=1,2,3,.... Vad hinder med S,, da n — oo?

b) Betrakta foljder av 7 siffror, 0:or och 1:or, dér tva nollor inte
far forekomma direkt efter varandra. Exempelvis géller for n =5
att foljderna 11111, 10101 och 01110 &r tilldtna, medan foljderna
11100 och 10001 inte far forekomma. Visa att andelen icke tilldtna

foljder bland de 2" mojliga dr 1 — f;,42/2".

¢) Jamfor resultaten i a) och b). Slutsats?

Andra hiftet

3950.

3951.

I vidstdende rutnét ska talen 1-25 skrivas
in sd att summan i varje rad, kolumn och
diagonal blir 65. For att underldtta det he-
la @r 10 tal redan utplacerade. Vidare ska
skuggade rutor innehélla j@mna tal.

a) Los ekvationssystemet

x+y=1
2x2+xy:2

ihelatal x, y.
b) Los ekvationssystemet

X+y+z=6
Xy+yz+xz=3

11

25

24 1

19

ihelatal x < y < z. Kan 16sandet av uppgift a) ge négra idéer om

hur man skulle kunna 16sa uppgift b)?
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3952.

3953.

3954.

3955.

3956.
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Kvadrat
N Del av A3
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/
/
/
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Vi har tva givna ark, det ena i A3-format, det andra i A4-format.
Vi ska hér konstruera pyramider genom att vika arken. Hur de
ska vikas framgar av figuren ovan. P, Q, R och S utgor sidornas
mittpunkter och strackorna som férenar dessa punkter bildar vik-
ningslinjer. Om man viker efter dessa och later hérnen A, B, C och
D forenas i en punkt fir man en pyramid, dar sidoytorna utgors
av fyra likbenta och kongruenta trianglar. Vad blir métetalen for
A3-pyramidens och A4-pyramidens volymer? Vad blir férhéllandet
mellan volymerna (férhallandet mellan ldngd och bredd i A3 och
A4 4r v/2)? Vad blir volymen f6r en pyramid p4 samma sitt bildad
av ett kvadratiskt ark som avskurits fran ett A3-ark?

Klockan a.b.c dér a, b, ¢ dr angivna i timmar, minuter, sekunder ar
vinkeln mellan tim- och minutvisaren 1°. Hur manga génger per
dygn intréffar detta och nér?

P dr en punkt pa sidan AB i den liksidiga triangeln ABC. 1 vilket
forhéllande ska P dela AB for att radierna till de i trianglarna APC
och BPC inskrivna cirklarna ska forhalla sig som 2 : 32

Annas och Eriks sammanlagda &lder understiger Idas och Martins
sammanlagda alder. Eriks och Idas sammanlagda alder understi-
ger Martins och Ritas sammanlagda alder. Med uppenbar inne-
bord &r Ida+Martin < Rita+Anna och Martin+Rita < Erik+Anna.

Vem dr dldst av de fem och vem 4r yngst? Gar det avgora hur de
tre 6vrigas &lder forhéller sig till varandra?

Antag att ddcken pé en bil slits ner i forhéllande till antalet kérda
mil. Da bilen &r framhjulsdriven dr dock slitaget hégre pa fram-
décken. En testforare startar med fyra nya ddck. Man vet att ett
dick som placerats framtill haller @ mil medan diack som placerats
baktill haller b mil, a < b.

For att bilen ska kunna kdra mer 4n a mil med en uppsittning
déck kan man ténka sig att byta fram- och bakdéck efter ett 1amp-
ligt antal mil. Hur ldngt kan man i basta fall kéra med fyra ddck
och nir ska i sa fall dacksbytet ske?
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3957. Visa att 32**1 +2%*2 4r delbart med 7 for varje icke-negativt heltal
X.

3958. Vad finns det for samband mellan féljande tre problem?

a) I ett ratvinkligt koordinatsystem bildar man vagar fran origo
till punkten (2n,0), n dr ett positivt heltal, genom att dra rita
linjer mellan punkter med heltalskoordinater. Féljande regler
géller

(i) Fran punkten (x, y) kan man antingen ga till (x+ 1, y+1)
eller till (x+ 1,y —1).
(ii) For alla punkter (x, y) pa vigen maste y =0
Bestdm antalet olika védgar forn=1,2,...,5.

b) Vid ett personval med 27 rostande har n personer rostat
pa kandidat A och n personer rostat pa kandidat B. Under
rostrakningens gang (man granskar en rostsedel i taget) visar
det sig att A ivarje steg fatt minst lika ménga roster som B.
P& hur ménga olika sitt kan man dra rostsedlarna pa detta
sdtt, dvs utan att A ndgon gang kommer i underldge? Utfor
berdkningarnaféorn=1,2,...,5.

c) Pa ett rutbrade med 2 rader och n kolumner placerar man
ut talen 1,2,...,2n pa sddant sitt att talen i varje rad bildar
en vixande foljd och att detsamma géller i varje kolumn,
uppifran rdknat. P4 hur ménga olika sétt kan detta goras?
(n=1,2,...,5)

3959. Lat p, g, r vara primtal > 5 och sétt R = pqr. Gar det att hitta
nagon losning till ekvationen 1/R = 1/p—1/g —1/r? Finns det
négon 16sning till ekvationen 1/R=11/p—-1/g-1/r?

Tredje hiiftet

3960. Ien skolaiettfrimmande land hade man samtidigt prov p& A-, B-
och C-kurserna i matematik. Det visade sig att

* 40% av alla eleverna klarade A-kursen och en fjardedel av
dessa klarade ocksa B-kursen;

¢ 30% av alla klarade minst tvd av proven och 80% minst ett av
proven;

¢ en tredjedel avdem som klarade savil B- som C-provet kla-
rade ocksa A-provet;

¢ andelen som klarade enbart A-provet var lika med andelen
som enbart klarade B-provet;
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3961.

3962.

3963.

3964.

3965.

3966.

3967.

¢ tvé tredjedelar avdem som varken klarade A- eller B-provet
klarade inte heller C-provet.
Hur stor andel av eleverna klarade B-provet? C-provet? Hur stor
andel klarade alla tre proven?

I kvadraten ABCD &r E och F mittpunkter pa resp sidor BC och
CD. Om man drar linjerna AF, AE och BF omger de en triangel.
Visa att detta 4r en egyptisk triangel, dvs sidorna forhaller sig som
3:4:5.

Herr Skalman har fatt en check pa a pingur och b skutt (det gér
100 skutt pa 1 pingu), men vid inldsen far han av misstag b pingur
och a skutt. Efter att ha kopt en vickarklocka for 3 pingur och 50
skutt aterstar dubbelt s mycket pengar som det belopp som var
angivet p& checken. Hur stort var detta belopp?

I en schacktédvling spelar varje spelare ett parti mot var och en av
de 6vriga. Vinst ger 1 podng och remi 0,5 podng.

Alf kom sist med 4 poédng. Britt hade 5 podng och Carl hade 6,5.
Disa vann tévlingen med sina 8 poédng. Alla de 6vriga hamnade pa
samma poédngtal. Hur manga deltagare var det totalt?

Pa ett party med n deltagare har var och en hilsat p& 3 andra géster,
med ett undantag; den sist anldnde har hélsat pa en person. Visa
att minst 6 personer maste ha deltagit i partyt. En av deltagarna
tror sig minnas att 9 personer deltog i partyt. Ar denne deltagare
trovardig?

Funktionen f(n) dr definierad for alla positiva heltal n och antar
icke-negativa heltal. For alla m > 0 och n > 0 géller att

fim+n)— f(m) - f(n) =0eller 1.

Man vet att f(2) =0, f(3) >0 och f(33) = 11. Bestdm f(15).

Om ekvationen x> = (a + b)(x + 1) vet man att a och b 4r positiva
heltal med a < b och att va + Vb ér en rot till ekvationen. Bestdm
aoch b.

Vi anvidnder symbolen [x] for att ange det storsta heltalet som ar
mindre dn eller lika med talet x.

a) Vi soker komplementet till mdngden av heltal pa formen [n +
n/2] fér n=1,2,..., dvs midngden av heltal som infe kan skrivas pa
denna form. Beskriv méngden pé en sa enkel form som moijligt,
dvs ange en funktion som genererar talen i méngden.

b) Beskriv pa motsvarande sétt komplementet till médngden av
heltal p& formen [n+vn+1/2].



Elementa Argéng 82, 1999

3968.

3969.

Tre rdtalinjer skér varandra i en punkt. Pa linjen /; ligger punkterna
P; och Qq, pé linjen I, ligger punkterna P, och Q; och pa linjen
I3 ligger punkterna P3; och Q3. Visa att de tre skdrningspunkterna
mellan linjerna P; — P> och Q; — Q2, mellan P, — P3 och Q, — Q3
samt mellan P3 — P och Qs — Q ligger i rit linje.

De Morkraddas Forening hade nyligen sitt &rsmote pa Glimminge
Hotell. De tolv styrelsemedlemmarna bodde alla i samma pavil-
jong, en rund byggnad med hiss i mitten och med rummen ord-
nade runt denna i cirkel, numrerade medurs fran 1 till 12. Mellan
rum och hiss 16per en hall med lampor i taket och en strémbrytare
utanfor varje rum. Elssystemet dr nagot ovanligt. Fem minuter
efter det att lyset har tints slocknar det automatiskt. Varje strom-
brytare har tva ligen, PA och AV. En hake 4r att man inte kan se pa
strombrytaren i vilket ldge den befinner sig. Enda sittet att tdnda
lyset igen efter det att det har sldackts pga automatiken, 4r att ndgon
strombrytare dndrar ldge fran AV till PA. Detta géller dock under
forutsdttning att strombrytaren inte har rorts under de senaste fem
minuterna. Man har darfér infort foljande rutin. Om en gést ska
tdnda lyset trycker han forst pa sin egen knapp; om inget hander
da trycker han pa nésta knapp, rdknat medurs, och haller p4 tills
nagon tryckning gor att ljuset tdnds (dvs att ldget dndras fran AV
till PA). (Om t ex strémbrytarna nr 11, 12, 1 star i lige PA och nr 2
star ilage AV nér gisten i rum nr 11 startar sin runda, trycker han
i tur och ordning pd ndamnda knappar, vilka alla byter ldgen, och
konstaterar att ljuset tdnds sa snart han tryckt pa knapp nr 2.)

Pa morgonen efter motet visade det sig att alla tolv hade vaknat
var sin gang under natten, funnit ljuset i hallen vara slickt, stigit
upp, uppfort tindningsproceduren och dérefter gatt till sings. Nar
hotellchefen fick hora detta blev hon en smula fovanad; fran sin
panel i receptionen kunde hon p& morgonen ndmligen notera att
strombrytarna alla stod i exakt samma ldgen som kvéllen innan.
Har bor det tilldggas att &tminstone en strombrytare stod i ldge
PA fran borjan. Hon undrade dirfér om gisterna hade gjort sina
ronder i nummerordning. Eller var det kanske sa att ordningen
inte spelade nagon roll? For sig sjédlv borjade hon fundera 6ver
féljande tre problem:

a) Hur ménga génger minst hade varje enskild strombrytare
dndrat lage?

b) Om exempelvis strémbrytare nr 5 dndrat ldge 2 gdnger under
natten, kan man dé sdga nagot om antalet ligesdandringar hos
knapp nr 62

c) Efter att kommit fram till svaren pd frdgornaia) och b) inség
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plotsligt hotellchefen att det inte var en slump att strémbrytarnas
lagen var desamma som kvéllen innan. Hur kunde hon inse detta?

Fjidrde hiftet

3970.

3971.

3972.

3973.

3974.

3975.

I juletid kallade Moder Svea till sig sina tva dottrar och gav var och
en ett antal askar, lika manga som antalet hela ar resp dotter fyllde
under aret. I varje ask lg ett antal pasar, lika ménga som antalet
hela &r. I varje pase lag ett antal ecu, ocksa lika ménga som antalet
hela ar.

Moder Svea férklarade: "Denna ceremoni tdnker jag genomfora
varje jul som jag forunnas uppleva.” Hon tillade: "Nista jul kom-
mer det att kosta mig 500 ecu mer 4n i r.” Hur gamla var de bada
dottrarna?

Denna uppgift kan ses som en fortsdttning av uppgift 3961. I en
kvadrat dras linjer fran vart och ett av hérnen till de bAda mittpunk-
terna pa motstaende sidor, sammanlagt 8 linjer. Dessa kommer
att innesluta en attahorning, dock ej regelbunden, i kvadratens
centrum.

Hur stor del av kvadraten upptar denna &ttahérning?

Los ekvationen
3 3

X
log, -t log,, 5 = 3,
dér log;, a anger logaritmen f6r a i basen b.

I ett litet féretag med 6 anstéllda anordnar man varje dag ett lotteri
med 6 lotter, varav 3 ger vinst i form av gratis lunch. Efter den
senaste fredagsdragningen konstaterar Rosanna att hon har inte
vunnit en enda gang vid veckans fem dragningar.

Har Rosanna haft extrem otur? Berdkna sannolikheten att at-
minstone 1 av de 6 medarbetarna blir helt utan vinst under en
vecka.

Lat N vara det storsta heltalet sadant att savdl N som 7N har exakt
100 siffror. Vilken dr den 50:e siffran i N?

Pé en 6 i Medelhavet har den excentriska IT-konsulten Minos byggt
en villa som mer liknar en bunker dn en bostad. Den innehaéller
sex identiska rum férenade med langa slingrande gangar. I varje
rum finns det tre utgdngsdorrar markerade A, B, C. Har man vél
passerat en dorr kan man inte vinda tillbaka. Vidare finns det i
varje rum fem ingédngsdorrar som inte gar att oppna inifran. Som-
liga avingadngsdorrarna dr blinddorrar, som har kommit till for att
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3977.

gbra rummen sd pass lika att det 4r omojligt att avgora vilket rum
man befinner sig i.

Tesevs och hans flickvdn Ariadne har under en semester gjort
en utflykt till villan. Den nyfikne Tesevs hittar en olast ytterdorr,
tar sig in i villan och gar omedelbart vilse. Ariadne blir orolig och
ringer till pojkvinnen i sin mobiltelefon. Hon har ndmligen hittat
en orienteringstavla som visar hur man kan forflytta sig mellan
olika rum. Vad som gor henne speciellt dngslig 4r att fran ett av
rummen finns det en gang till en killare fran vilken det inte finns
nagon aterviando. Endast ett av rummen har en dorr som leder
direkt ut i det fria. Orienteringstavlan ser ut pa foljande satt:

Franrum DorrA DorrB Dorr C

1 2 4 3
2 6 5 K
3 1 2 6
4 3 2 U
5 3 2 6
6 4 1 5

Hér betecknar K kéllaren och U utgéngen ut i det fria. Om Tesevs
exempelvis befinner sig i rum nr 2 och véljer dérr C hamnar han i
kéllaren; véljer han dorr A kommer han till rum nr 6 och véljer han
dorr B kommer han till rum nr 5. Om Tesevs befinner sig i rum nr
4 och véljer dorr C nér han friheten.

Nu har Ariadne den delikata uppgiften att lotsa Tesevs ratt ge-
nom labyrinten genom att fér varje rum som Tesevs hamnar i vdlja
en lamplig utgdngsdorr. Hon kan naturligtvis inte borja med att
foresla dorr C, eftersom Tesevs ju skulle kunna befinna sig i rum
nt 2. Hur ska Ariadne instruera sin pojkvén sa att han kan ta sig ut,
utan att Ariadne eller han sjélv vet i vilket rum han befinner sig fran
borjan? Det lonar sig inte att med klddesplagg eller andra foremal
markera de rum som har besékts. Overallt finns det ndmligen fullt
av kvarldimnade persedlar frén tidigare besok av turister ...

Men den kloka Ariadne klarade sin uppgift. Hur bar hon sig at?

I en rund ask med diametern 30 cm har man lagt s& méanga cir-
kuldra brickor med radien 1 cm som det dr mojligt att fa in i ett
lager. Hur méanga brickor blir det om de ligger sa tétt packade som
mojligt?

Visa att ekvationen
-2 +(-2°+@z-x3=9

saknar heltalslésningar.
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3978.

3979.

10

I Rom fanns for knappt tva tusen &r sedan en kolossal staty forestél-
lande kejsar Nero. Statyn stod pa en sockel. Antag att statyns ldgsta
punkt befann sig 10 meter éver marken och dess hogsta, lodritt
ovanfor, 34 meter 6ver marken. Hur langt frén statyn (rdknat fran
sockeln ldngs marken) ska en iakttagare sta for att se "sa bra som
mojligt”? Detta definieras som att synvinkeln ska vara maximal.
Anta for enkelhets skull att betraktarens 6gon befinner sig 2 meter
over marken.

Tre cirklar med radier resp 6, 7, 8 cm tangerar varandra parvis
utvindigt. I det triangelliknande omradet mellan dem ("triangelsi-
dorna” utgors av cirkelbdgar) inskrivs en fjarde cirkel, som alltsa
tangerar de tre 6vriga cirklarna. Vilken radie har denna cirkel?
(kraver eventuellt kunskaper utéver gymnasiekunskaper)



