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Detta nummer

Per-Anders Ivert

Aterigen hog tid for ett nummer av SMS bulletinen. Feb-
ruarinumret dgnades at personligt avfattade minnestexter
om Lars Hormander, som gick bort i november forra éret.
I det hdar numret bereder vi plats for beskrivningar av
hans vetenskapliga girning. Var behandling &r naturligt-
vis ldngt ifrdn uttdmmande, att &stadkomma detta vore
ett stort matematikhistoriskt projekt, och det kommer
nog att l1ata vinta pa sig. Genom vilvilligt tillmotesgéen-
de fran Lars Hormanders dotter Sofia Brostrom kan vi
publicera ett fotografi av Hormander som nybakad stu-
dent. Som pendang till detta en bild fran utdelningen av
Wolfpriset ar 1988. Mellan de tillfillen di dessa tva bil-
der togs ligger en anmérkningsvird vetenskaplig karriér,
som fortsatte langt efter det senare tillféllet. Nér det talas
om svenska vetenskapsmiéns internationella inflytande
har jag ibland hort jamforelser mellan Lars Hormander
och botanikens Carl von Linné.

I 6vrigt uppmérksammar vi naturligtvis Abelpriset,
som utdelas nu i dagarna. Det tillfaller den belgiske ma-
tematikern Pierre Deligne, som ju dven hedrades med
Fieldsmedaljen 1978 och Crafoordpriset 1988.

Det har inte kunnat undvikas att vissa texter i detta
nummer &r tekniskt avancerade och kanske svartillgiing-
liga for gemene man. Alla limpar sig inte for hoglasning
i brasans sken under familjekvillar. Den matematik som

Abelpristagaren dgnat sig at dr kanske inte den som den
allmdnmatematiskt intresserade i gemen ar sdrskilt for-
trogen med. Jag hoppas att ldsarna inte ska kidnna sig
alltfor “exkluderade”(det heter vil s4?) genom det flera
ginger anvinda uttrycket "som bekant” i artikeln om
Weilhypoteserna; det ir i sd fall en kinsla som delas av
redaktdren, men jag dr glad dnda.

Min foretrddare pa denna post, var faste reporter Ulf
Persson, har forfattat ett upprop for tidskriften Normat,
vars redaktor han &r och vars existens &r i fara.

Némnas bor ocksa Wallenbergpriset, som i ar gick
till tvd goteborgsmatematiker. Vi har tyvirr inte hunnit
fa med utforligare presentationer av dessas arbeten, men
vi hoppas kunna &terkomma med detta i oktobernumret.
Detsamma giller Tidsvinklat, som gor ett uppehall denna
ging.

Matematikersamfundets d&rsmote avhalls pdA KTH i
slutet av ménaden, och jag hoppas pa en god uppslutning,
samtidigt som jag sjélv inte kan bidra till en sddan. Be-
klagligtvis kolliderar evenemanget med ett opponentupp-
drag i ett grannland.

Sa dverldamnar jag majnumret 2013 av SMS bulleti-
nen i ldsarnas hénder och ser fram emot ett dterseende i
oktober.

Abelpriset 2013

Den norska vetenskapsakademin DNVA (Det Norske
Videnskaps-Akademi) har beslutat att tilldela den bel-
giske matematikern Pierre Deligne frin Institute for Ad-
vanced Study, Princeton, New Jersey, USA, 2013 ars
Abelpris “for meget betydningsfulle bidrag till algebra-
isk geometri, og for disse bidragenes gjennomgripende
innflytelse pa tallteori, representasjonsteori og rela-
terte felt”. Priskommittén bestod av Noga Alon, Ragni
Piene, Stanislav Smirnov, Terence Tao och Gang Tian.
Prissumman uppgér till 6 000 000 norska kronor, som
tas ur Niels Henrik Abels minnesfond. Denna instiftades
den 1 januari 2002 i just detta syfte. Priset har utdelats

en gang per ar sedan 2003. Pristagaren viljs ut av en
av DN VA tillsatt Abelkommitté, bestiende av fem ma-
tematiker. Prisutdelningen dger rum i Oslo universitets
aula den 21 maj. Dagen fore prisutdelningen medverkar
pristagaren vid en kransnedlidggning vid Abelmonumen-
tet i Slottsparken i Oslo. Den 22 maj haller Deligne sin
prisforeldsning p& universitetet. Enligt en tradition som
utvecklats under aren inbjuds Abelpristagaren dven till en
annan universitetsstad dn Oslo, och i ar dr det Trondheim
och NTNU som fér besok. Den 23 maj besdker Deligne
Trondheim och ger bl.a. en foreldasning for studenter och
andra intresserade.



Pierre Deligne

Ulf Persson

Pierre Deligne foddes den 3 oktober 1944 i Belgien, nir-
mare bestimt i Etterbeek néra Bryssel. Han var ett ma-
tematiskt underbarn; redan som 14-aring upptickte han
Bourbaki, och déarefter var det ingen atervindo. Som
manga stora mén var han blygsam. Nir han borjade vid
universitetet i Bryssel var hans ambition att bli gymna-
sieldrare och dgna sig 4t matematiken under sin fritid.
Dock kom han i Bryssel i kontakt med Jacques Tits (abel-
pristagare 2008), vilket vidgade hans vyer om vad som
var mdjligt i livet. Han doktorerade i Bryssel 1968 och
tog sig sedan till Paris, forst som “fri student” (auditeur
libre) vid Ecole Normale Supérieure, sedan som gist vid
Institut des Hautes Etudes Scientifiques (THES). Dir blev
han omhindertagen av de tvd ledande matematikerna i
Paris (och dirmed i Frankrike), Jean-Pierre Serre och
Alexander Grothendieck. 1970 blev han permanent med-
lem i IHES, och 1972 fick han sitt ”doctorat d’Etat &s
Sciences Mathématiques” vid Paris-Sud 11. Han besok-
te institutet i Princeton under ett par &r under 70-talet,
och blev, till mdnga matematikers sorg, kvar dir perma-
nent sedan 1984. Sorg? Jo som Milne forklarade, man
vallfardar mycket hellre till Paris &n till Princeton.
Deligne skolades som ndmnts av Serre och Grothen-
dieck och blev deras monsterelev, den som mer &dn nidgon
annan kunde forverkliga deras visioner. Framfor allt gl-
ler detta Grothendiecks. Detta gor det ytterst svart att
presentera Delignes arbeten i ett allméntillgidngligt per-
spektiv. Troskeln dérvidlag dr mycket hog. Dock bor
alla matematiker kunna forknippa en sak med Deligne,
niamligen 16sandet av Weils formodan, ndrmare bestamt
den tredje och absolut djupaste och som kan ses som en
geometrisk parallell till Riemannhypotesen'. Jag minns
uppsténdelsen detta foranledde sommaren 1973 nér han
annonserade sitt resultat?. Harvard och MIT (tillsammans
med Brandeis) ordnade en fullsatt seminarieserie om det-
ta samma host. I minnet har den inledande foreldsningen,
given av den ldnge John Morgan fran Texas, etsat sig
fast. Denne borjade med att hiinvisa till Lefschetz (som
hade dott ett &r tidigare) och hans intention att anvinda
den framvixande algebraiska topologin som en harpun
mot den val som utgjordes av den algebraiska geome-

trin. Jag var doktorand och forstod inte mycket av de
foljande foredragen (kanske inte heller topologen Mor-
gan) men kommer ihdg att det var standiga hdnvisningar
till "Hard Lefschetz”, som tycktes vara ndgot av en stotes-
ten. Ndmnas bor dock att Grothendieck hade mélat fram
den allminna strategin, och kritiskt darvidlag var utveck-
landet av en lamplig kohomologiteori (den algebraisk-
topologiska harpunen) som sedan kom att utgora den sa
kallade étale-kohomologin. Vad som var sldende i detta
sammanhang var hur begrepp och idéer som utvecklats i
den kontinuerliga kategorin, som Lefschetz fixpunktsfor-
mel, dven hade mening i den diskreta, nimligen for vari-
eteter over dndliga kroppar, och dérvidlag hade Grothen-
dieck spelat en central roll, men man skall inte glomma
att rotterna till detta allménna synsétt gér ldngre tillbaka
i tiden och ingick i Weils vision nér han formulerade sina
hypoteser i slutet av 40-talet. Grothendick preciserade
4 sin sida strategin genom att formulera de s kallade
“conjectures standards” ur vilka Weils formodan skulle
falla som mogna frukter. Dessa standardféormodanden av
Grothendieck har forblivit obevisade, men Deligne lyc-
kades visa Weils formodan dnd4, genom att utnyttja idéer
som gick utanfor Grothendiecks program. Som en f6ljd
av detta blev denne missndjd, ty ett naturligt bevis, mena-
de han, skall félja ur allménna principer och inte baseras
pa “tricks”.? Delignes bedrift att slutligen bevisa hypote-
serna belonades under slutet av samma decennium med
en Fieldsmedalj i Helsingfors, och det svenska Craafoord-
pris som riktades till bdde Deligne och Grothendieck tio
ar senare hade som uppgift att dven hedra Grothendiecks
i sanning banbrytande insats. Som bekant avstod den se-
nare fran priset och vid den tiden hade hans férhéllande
till Deligne blivit ndgot spant. Men detta leder oss avsi-
des och den intresserade kan konsultera Grothendiecks
memoarer for detaljer. En av tillimpningarna, ocksa pa-
pekad av Deligne, av Weilhypotesen var den sé kallade
Ramanujan-Petersson-hypotesen. Den fundamentala mo-
duléira funktionen A(q) = g I _,(1-4")** (dir g = &™)
har en utveckling X, _ 7(n)q", dir 7 refereras till sdsom
Ramanujans 7-funktion. D4 giller for varje primtal p att
|t(p)| < 2p'Y2. En olikhet som anvints for att symboli-

'For en nirmare presentation av Weils formodan och Delignes bidrag dirvidlag hinvisar jag till faktarutan

Hllusie fortiljer hur Deligne en vacker junidag vid IHES férsynt berittade for honom 6ver en lunch att han hade 16st Weil-fsrmodan och att
han hade forklarat nyckelidén for Serre som visat sig dvertygad. En ménad senare under en konferens dgnad Hodges sjuttioarsdag fick han hela
sex timmar pa sig att presentera sitt bevis. Han var tydligen aldrig nervos Gver att ndgot skulle vara fel, sjdlva beviset var sa stabilt.

3Som Mumford har pépekat. Om vi kommer till en dalgéng fyller Grothendieck forst upp den med cement innan han korsar den, medan

Deligne bygger en hingbro.



sera Delignes matematik pa det belgiska frimirke som
utgavs till hans &ra.

Men Deligne var intresserad av mycket annat, redan
i unga ar. Jag vill framhélla den forhallandevis konkreta
matematik som ror monodromier och Milnorfibrationer
med rotter inom differentialtopologin, liksom hans in-
satser inom moduléra former, som exemplifierats ovan.
Vidare hans introduktion av s kallade blandade Hod-
gestrukturer som innebar en filtrering (via sa kallade
vikter) av klassiska Hodgedekompositioner for kompak-
ta komplexa varieteter, med tillimpningar for 6ppna och
singuljdra varieteter. (Sjdlv kom jag i kontakt med dessa
nér jag skrev min avhandling om degenerering av ytor
dir de spelade en mycket upplysande roll i att jamfora
kohomologin f6r den allménna fibern och den degene-
rerade). Och sist men inte minst hans klassiska arbete
tillsammans med Mumford om stabil degeneration av
kurvor, dir det mystiska begreppet ’stacks” introducera-
des, och som skulle spela en viktig roll ett kvarts sekel
senare (inte minst inom striangteorin). Allt detta gjort fore
Weil-hypotesen och siledes fore trettio ars alder. Jag vill
dérmed inte forsoka gora en uppréikning av hans bedrifter
under de foljande trettio aren, och ddarmed inte nimna
de sé kallade motiven. Vem kan sammanfatta Delignes
gérning bittre &n Serre? "Han dr helt enkelt mycket béttre
an oss alla andra”!

Trots detta dr tveksamt om Deligne i vara dagar skul-
le ha kvalificerat till vad norrménnen kallar “oppryck”
(till professor). Enligt officiella kéllor har han bara haft
tre studenter! Och dessa koncentrerade till tidigt 70-tal
dessutom. Dessa tre dr dock vil vérda att ndmnas vid
namn och presenteras lite ndrmare. Den forsta studenten
ar den elegante vietnamesiske matematikern Le Dung
Trang i Paris, som jag alltid forknippar med monodromi
for singulariteter. Sedan foljer, kanske ndgot forvanande,
engelsmannen Miles Reid vid Warwick, som &r vida kind
for sitt projekt om framfor allt 3-falder, och vars matema-
tiska temperament synes mig milsvitt frdn Delignes. Och
sist, men definitivt inte minst, den som tydligast forvaltar
den Delignska traditionen — Osterrikaren Michael Rapo-

port i Bonn,* som jag kopplar samman med sa kallade
Shimura-varieteter. Men en matematikers inflytande gér
inte bara via studenter (dven om Deligne via studenters
studenter har drygt 100 sé kallade descendants” vilket
borde imponera dven pa en byrdkrat, varav en &r Peter
Scholze, student till Rapoport, med rykte om sig att vara
det hetaste namnet bland unga matematiker runt om i
vérlden) utan, som ovan antytts dven via vallfardande
kolleger.

Deligne har blivit foremal for manga hedersbety-
gelser under drens lopp, varav vi redan har nimnt nag-
ra. En ndgot annorlunda séddan &r hans upphdgjelse till
Vicomte (vice-greve?) av den belgiske kungen Albert
2006. Deligne designade sin egen vapenskold dar det
mest framtrddande utgdrs av tre honor tagna ur en fransk
barnvisa. Deligne ir, som redan ovan antytts, en myc-
ket forsynt person. Under min vistelse vid Tata vintern
1984 hade jag privilegiet att varje morgon &ta frukost
med honom och hans fru. Deligne var mycket fortjust i
indiska Bollywoodfilmer med mycket dans och séng (och
inget skjutande). Under min doktorandtid ryktades det
om hur han regelbundet sokte sin tillflykt i skogen med-
tagandes bara en sovsick och ett anteckningsblock. Inga
bocker. Rent tinkande under stjirnhimlen. Enligt Illusie
ar han dven en hingiven cyklist, och samma killa avslo-
jade under en middag i Paris haromveckan att Deligne
planerar att vandra till Santiago de Compostela nu under
varen.> Den kanske mest legendariska vallfirdsorten i
den katolska virlden. Men kanske detta dr en hemlig-
het, i sé fall ber jag ldsarna att inte fora det vidare. Som
detta antyder har Deligne ett naturintresse, som kanske
tydligast framtrdder i hans legendariska engagemang i
tradgardsodling, sdvil i Princeton som kanske framfor
allt i ’Ormaille. Typiskt &r att han foredrar att 1ata en
kronirtskocka utveckla sin vackra blomma &n att ta till
vara den och fortéra den.

For den vars nyfikenhet har vickts av ovan ofullstén-
diga skiss kan jag bara rekommendera ett kommande
foredrag av Per Salberger p4 Samfundets kommande &rs-
mote.

“Denna nationalitetsbeteckning mé vara forvanande for den nigorlunde insatte. Jag vet inte om Rapoport nigonsin satt sin fot i Osterrike,
ddremot hade hans pappa gjort det. Rapoport ar for 6vrigt fodd i Cincinnati av alla stillen, vixte upp i det forna DDR, och da var osterikiskt
medborgarskap mycket praktiskt i och med att detta innebar full resefrihet.

5T sjiilva verket foretas denna fotvandring i skrivande stund



Weil-hypoteserna

Ulf Persson

Som vi alla vet dr en algebraisk varietet utskuren av en dndlig samling polynom. Detta dr meningsfullt 6ver varje kropp,
speciellt 6ver varje dndlig kropp, och vi kan i sddana fall (ndmligen nir koefficienterna till polynomen tillhor en dndlig
kropp) stéilla den naturliga frigan hur ménga punkter har varieteten 6ver en éndlig kropp IF, med q element.® T minga
n+l_q
g-1
inses direkt av definitionen. Man kan dven skriva ner enkla slutna formler for kvadriker, men redan i det enkla fallet
med kubiker i det projektiva planet blir det mer komplicerat. I princip kan man avgdra den allménna fragan i varje
enskilt fall, ty det dr trivialt att programmera en dator att gora det, men for att det skall vara praktiskt genomforbart
maste givetvis savil kroppen som antalet variabler, grader och polynom vara ndgorlunda modesta i storlek. Fragan
ma synas speciell, men det visentliga i den rena matematiken dr inte svaret som sddant utan hur frigan och dess
besvarande kopplas till andra delar av matematiken, och som vi skall forsoka antyda visar sig denna fraga vara ovéntat
central.

enkla fall kan vi skriva ner antalet direkt. Det projektiva rummet P”(IFq) har 1 =q"+ q”_l + ... 1 element, vilket

Det kubiska fallet, si nir som pi nagra triviala tekniska detaljer, ir ekvivalent med att 16sa ekvationen y? =
x> +ax + b, vilket motsvarar en #ndlig elliptisk kurva. For varje x-virde far vi inget, ett eller tva virden pa y, beroende
pa huruvida polynomets virde ir en icke-residy, noll eller en (icke-trivial) residy.’ Det #r som att singla slant, och i
medeltal forvéntar vi oss g + 1 16sningar.® Men i allménhet har vi for enskilda fall en viss diskrepans.

Det finns ett annat sitt att formulera fragan om 16sningar 6ver dndliga kroppar. Vi kan ga till det algebraiskt slutna
holjet ]?p av en primkropp IF,,. Naivt kan man tinka sig denna som unionen av alla dndliga utvidgningar av F,,. Den
kommer givetvis att bli odndlig. Av Hilberts Nollstillesats foljer visentligen att 16sningarna Gver en algebraisk sluten
kropp bestimmer varieteten. Den blir sé att sdga “’synlig”. For varje kropp av karaktiristik p kan vi betrakta Frobenius
Fx givet av x — x”. Denna &r som bekant en automorfism ty vi vet alla att (x + y)’ = x” + y? i karaktiristik p. En
dndlig kropp IF, idr karaktériserad av att x = x7 (d.v.s. F"" = [ didr g = p". Det kan vara lampligt att infora beteckningen
F, for F")°. Denna Frobenius F, kan utvidgas till varieteten via (xq, X1, X3 ... X,;) /> (Fyxo, Fyxy, Fgx, ... Fgx,,), forutsatt
att polynomen kan viljas sddana att deras koeflicienter tillhor kroppen F,. Man séger i detta fall att varieteten &r
definierad dver F,. Antalet 16sningar dr da givet av antalet fixpunkter till F;. Det tycks dock icke hjdlpa oss ndmnvirt.
Men i vart fall med den @ndliga elliptiska kurvan har denna observation en sldende konsekvens.

Som bekant &r en elliptisk kurva over en godtycklig kropp en grupp. I fallet med k = C kan vi skriva denna
grupp som C/A dédr A dr en Z-modul av rang tva. Vi kan for varje heltal n betrakta avbildningen x +— nx som ir
en grupp-homomorfism, och vars kiirna A/nA ir isomorf med (Z/nZ)? och uppenbarligen bestar av n? element,
vilka brukar refereras till sésom n-torsionselementen och spelar en analog roll till enhetsrotternas pé cirkeln. Som
ett kuriosum kan ndmnas att for speciella gitter A kan man dven multiplicera med vissa komplexa tal A, siddana att
AA C A man sdger da att kurvan har komplex multiplikation. Detta dr dock mycket speciellt, och i allminhet har en
eilliptisk kurva endast heltalsmultiplikation. En elliptisk kurva definierad 6ver IF, &r uppenbarligen dven definierad 6ver
IE, och Frobenius F,, utgor en linjér avbildning som inte dr av den triviala typen x — nx. De linjdra avbildningarna i
andlig karaktéristik utgor siledes en rikare ringstruktur dn Z. Man kan pa denna ring inf6ra en kvadratisk form genom
att betrakta graden. Normalt kan man tinka sig graden av en avbildning som kardinaliteten av dess fibrer, som i detta
fall utgors av kardinaliteten av kirnan, men i Andlig karaktiristik intréder ett nytt fenomen, nimligen inseparabilitet.'”
Frobenius ar typexemplet pd en inseparabel avbildning och det visar sig att dess grad dr g. Ddremot dr multiplikation
given av n separabel (om ;fln) och given av 7%, P4 grund av definitionen ér denna form positivt definit. Antalet punkter

6Som bekant #r varje @ndlig kropp ett éndligt vektorrum &ver sin primkropp F, dér p dr ett primtal. En dndlig kropp innehéller sdledes

q = p" element dér n dr dimensionen pa vektorrummet, ekvivalent graden av utvidgningen. Utvidgningen, som &r cyklisk, beror endast pa
graden, séledes dr en dndlig kropp unikt bestdmd av sin kardinalitet 4.

"Med en residy menar vi en kvadratisk residy, d.v.s. en kvadrat. Hilften av alla icke-noll-element ir residyer, de 6vriga icke-residyer. I fallet
p = 7 har vi sdledes listan 1,4, 2 som residyer samt 3,5, 7 som icke-residyer.

8Strikt taget riknar vi alla 1osningar till den affina ekvationen ovan, samt nollan i oéndligheten. Vidare om ¢ #r en icke-residy, kan vi
betrakta ekvationen ¥ = &(x> + ax + b) (eller ekvivalent y* = x® + e%ax + %b) vilken dr den konjugerade kurvan. Det ir uppenbart att se att
bada tillsammans ger 2(q + 1] 16sningar.

°Fér g = p ér detta som bekant kéint som Fermats lilla sats.
10 isaren erinrar sig sikert att 6ver kroppar med 4ndlig karaktiristik behdver inte det irreducibla polynomet splittras upp i distinkta rotter
vid motsvarande utvidgning. Typexemplet dr x” = ¢ Sver kroppen IF,(f), ddr det irreducibla polynomet blir en p-potens efter utvidgningen.



pé den elliptiska kurvan &r séledes given av kardinaliteten av kérnan I — F,, dér I ér enhetsavbildningen (ty denna
avbildning ér separabel). P4 grund av Cauchy-Schwarz och att deg F, = g foljer dé att diskrepansen frdn g + 1 dr hogst
2+/q vilket dr kéint som Hesse-begréinsningen.

Men vi kan gora en annan tolkning av detta. Om ¢ dr ett primtal (Iimpligen skilt ifrn p) kommer £-torsionspunkterna
E, utgora ett 2-dimensionellt vektorrum 6ver [F,. Frobenius kommer att permutera dessa, och eftersom den ér linjér kan
den representeras av en linjir avbildning. S& fort man har en linjdr avbildning frdgar man sig vad den karaktéristiska
ekvationen dr, vilket i det tvd-dimensionella fallet betyder sparet och determinanten.

Aven fallet £ = 2 ger en del instruktiv information. GL(2, IF,) 4r som bekant isomorf med &5 - den
symmetriska gruppen pa tre element. Vi har determinanten 1 och spéret givet av 0 eller 1. Sparet 1
motsvaras av cykliska, medan spiret 0 motsvaras antingen av den minimala ekvationen X — I = 0 d.v.s.
identiteten. Eller att avbildningen dr av formen I + N dér N ir nilpotent, d.v.s. involutionerna. Gruppen
permuterar de icke-triviala, d.v.s. de primitiva 2-torsionselementen som kan identifieras med rotterna
till kubiken f om den elliptiska kurvan gives av yz = f. De tre givna fallen korresponderar till inga, tre
respektive en rot till f over IE,. Notera att F; verkar som Galoisgrupp av f, och att representationen av
Frobenius &r kubikens Galoisrepresentation. Om f inte har nigra rotter dr gruppens ordning udda. Om f
har en rot & Z; en delgrupp, men inte Z; X Z, ty det senare intréffar precis nir alla rétterna ligger i IF,.
For fallet £ = 3 kan man &ven relativt létt skriva upp en fjardegradsekvation vars rotter korresponderar
till ett par +7 av primitiva 3-torsionspunkter 1. 11 princip kan man for varje £ skriva upp ett polynom

feav grad %(52 — 1) vars Galoisgrupp ger motsvarande information.

Man kan dock gé vidare och betrakta den sé kallade Tate-modulen T,(E) som formellt dr det inversa grinsvirdet av
vektorrummen E,» (via de naturliga projektionerna Ens1 — Egn) och ddrmed visar sig vara en fri rang tvad-modul
over de (-adiska talen Z, som ér en vilkédnd ring med karaktéristik noll. Frobenius far dirmed en representation via
{-adiska 2 X 2 matriser. Beteckna dven denna med F,. Den karaktdristiska ekvationen ger speciellt identiteten

det(I - F,) = 1~ Tr(F,) + det(F,)

Man kan relativt litt férvissa sig om att deg(A) = det(A) dir A i vénsterledet betecknar ett element i endomorfism-
ringen till E och i hogerledet dess £-adiska representation. Saledes &r bade vinsterledet och sista termen i hogerledet i
ekvationen ovan heltal, och ddrmed dven Tr(F,). 12 Vi sluter séledes att den karaktiristiska ekvationen har koefficienter

i Z oberoende av €. Det ar inte heller sd svart att visa att denna kvadrik (1 — at + qtz) ar irreducibel 6ver IR och har tva
1

konjugerat komplexa losningar a, @, séledes med & + @ = a och aa@ = g och séledes |a| = |@| = g2

Vidare noterar vi att vinsterledet ovan ger antalet 16sningar i IF, som sédledes kan skrivas g + 1 - Tr(Fq) dar
[Te(F,)l < 2+/q och att hogerledet for tankarna till Lefschetz sparformel (fixpunktsformel), till vilken vi skall dterkomma.
En slutsats r att om vi kénner antalet punkter 6ver IF, kinner vi det 6ver alla dndliga utvidgningar. Allt &r kodat i den
kvadratiska karaktiristiska ekvationen. Det ir elementirt att uttrycka o + @" i termer av a + @ och aa.'3 Ett annat

tn
sdtt dr att notera att —log(1l — ¢) = Zn - séledes foljer att

>0
exp q"+1—:“—d” =
= exp(log(1 — at) + log(1 — at) — log(1 — ) — log(1 — gt)) =
1-at+qt?

= =n-gn
Det dr nu naturligt att koda alla antalen N» av punkter dver IF;» av en varietet X (defined over IF;) med den genererade

funktionen
Nq?l
Z(X/ q, t) = E _tn/
n

n>1

den s kallade (lokala) zeta-funktionen.

""Om f, dr kvartiken, och x &r en rot till den, kommer (x, ++/f(x)) vara tv& primitiva 3-torsionspunkter.
12Detta giller dven for en godtycklig endomorfism A
30m A ir en 2 x 2 matris giller t.ex. att Tr(A%) = Tr(A)? — 2 det(A), vilket enklast fis fran A2 — Tr(A)A + det(A)I = 0.



Det dr enkelt enligt ovan att berdkna Z(P",q,t) = ( . Vidare inser man att zeta-funktionen &r

1-)(1-qt)...(1-q"t)

rationell om och endast om det finns (komplexa) tal @; sd att Ny« gives av summor av +a). Denna, den sa kallade
forsta Weil-hypotesen, bevisades redan av Dwork 1960. Den andra ror en funktionell ekvation for zeta-funktionen
nimligen

Z(1/q't) = +q"EPEZ(t)

dir n dr dimensionen och E ett lampligt heltal. Detta bevisades av Grothendieck 1965.

L4t oss aterkomma till Lefschetz sparformel. Antag att vi till varieteten X kunde associera en kohomologiteori s&
att denna fixpunktsformel giller. Till varje kohomologigrupp H' skulle vi kunna associera F; som en linjér avbildning
och associera den duala karaktristiska ekvationen P;(t).'* Vi skulle di kunna skriva zeta-funktionen pa formen

Py(£)Py(t) .. Pyy—1(t)
Py(t) ... Py, (t)

och E i funktionalekvationen ovan skulle da bli den associerade Eulerkaraktéristiken. Denna idé gér tillbaka till Weil.
Vi har bevisat detta for elliptiska kurvor ovan i och med att Tate-modulen ger vart H'. Weil visade det mera allmént for
abelska varieteter, och via kurvors jakobianer (som utgor speciella abelska varieteteter) lyckades dven verfiera det for
kurvor. Vidare visade han att polynomen i detta fall har heltalskoefficienter och att rotterna « till polynomen'? satifierar
la| = g'2. Detta mer precisa pastiende'® utgor den tredje och absolut djupaste formuleringen av Weil-hypoteserna.
Innan Deligne &stadkom beviset var endast nagra enstaka fall utdver Weils resultat kidnda. Det vore att gé for langt att
forsoka skissera vad Deligne gjorde for att ro det i hamn. Den intresserade hédnvisas till en oversikt av Nick Katz i
Proc. Sympos. Pure Math. XXVIII (Northern Ill. Univ.), Part 2, 537- 557, Amer. Math. Soc., Providence, R.I., 1976.

Som avslutning kan man notera att om X dr en komplex varietet utskuren av polynom med algebraiska koefficienter
ar det mojligt att reducera ekvationerna till en dndlig kroppsutvidgning IF, for varje primtal p. (Om koefficienterna ér
rationella, kan man antaga att de dr heltal, och darmed pé sedvanligt sétt reducera modulo primtalen.) Bettitalen for den
kohomologiteori vi alluderat till kan da jamforas direkt med Bettitalen for den ursprungliga komplexa varieteten och
skall d& vara lika.(Talet E i funktionalekvationen kommer da att utgoras av Eulertalet for den ursprungliga komplexa
varieteten.) Man skall dock ha i dtanke att inte alla varieteter av dndliga kroppar kan “lyftas” till karaktdristik noll,
men de som trots allt kan &r av speciellt intresse. Vidare kan man genom en ldmplig formulering

UX,8) =2(X,q,97°)

gora en analogi mellan zeta-funktionen till en varietet och den Riemannska och tolka likheterna |a| = ql/ 2

motsvarighet till den klassiska Riemannhypotesen for de geometriska zeta-funktionerna.

sSOom €n

Jag vill dessutom tacka Per Salberger for att ha 6gnat igenom mina tvd texter om Deligne och Weil-hypotesen
och dirmed besparat mig mer dn en blunder. Ansvaret for innehdllet forblir dock naturligtvis mitt.

Ett upprop for Normat

Ulf Persson

Normat, tidigare kéind som Nordisk Matematisk Tidskrift,
utkom med sitt forsta band 1953 och firar siledes 60 ar

matikerforeningen som hade bildats dret innan (drygt
trettio ar fore den svenska motsvarigheten). Bland dess

i &r. Det dr stor fara att den i och med detta dven gér i
graven. Detta dr sorgligt, ty det ror sig egentligen om
en tradition som gér vida langre tillbaka. Norsk mate-
matisk tidskrift utkom forsta gdngen redan 1919 och var
di avsedd som medlemstidskrift for den norska mate-

bidragsgivare marktes den unge gymnasisten Atle Sel-
berg. Ar 1953 splittrades den i tva grenar, dels den ovan
nidmnda tidskriften, vars syfte var att presentera populért
skriven matematik och dels den mer forskningsinriktade
Mathematica Scandinavica.

14Lat p(t] vara ett polynom av grad n och associera det duala ¢"p(1/t), d.v.s. vi viinder bara pa koefficienterna. Ett polynom siges vara

palindromt om det sammanfaller med sin dual.

150ch saledes de inverterade egenvirdena till Frobenius p4 de olika kohomologigrupperna.

18Tilldggas skall att Po(t) = 1 — t och Py, (t) = (1 - g"t)



Som det star skrivet i introduktionen till det forsta
numret:

Nordisk Matematisk Tidskrift, som her pre-
senterer sitt fgrste hefte, er av elementer
karakter og vender seg til alle som intres-
serer seg for matematik i disse landen [de
nordiska].

Introduktionen hénvisar dven till andra nordiska tidskrif-
ter av det slaget, som den danska Matematisk Tidskrift
(med anor fran 1859!, och som i likhet med sin norska
systerskrift inlemmades i den nya nordiska), den svens-
ka Elementa (sedan 1917) och den finska Arkhimedes
(1949), och betonar virdet av en fellesnordisk tidskrift.
I programforklaringen star

hovedsprdkene i tidskriftet skal vcere
dansk, norsk og svensk, de sprik som bin-
der Norden sammen, og som kan leses i
alla vire fem land. Bare unntaksvis vil
engelsk, fransk eller tysk bli brukt..

Vidare slés det fast att

Redaksjonen vil ta sikte pa at innholdet skal
kunne foerstaes uten serlig innsikt pa spe-
sielle og hgyereliggende omréder. Alt skal
kunne oppfattes av lesere som har kunska-
per som svarer til et par ars universitets-
studium i matematikk, og en betydelig del
skal vaere tilgjenglig for lesere med vesent-
lig mindre forutsetninger.

samt uttryckes forhoppningen

...at tidskriftet vil bidra til & knytte forsk-
ning och undervisning sammen, til & skape
faglige och personlige kontakter innenfor
kretsen av matematikk-intresserte og til &
motvirke isolering och stagnasjon.

Redaktionen uppmuntrar dven mindre erfarna skribenter
och aviserar att erbjuda dessa rad och bisténd, facklig s&-
vl som spraklig slik att bidragene kan bli sa lgdige og
lettfattelige som mulig. och avslutar med en uppmaning

Den [redaktionen] oppfordrer leserne till
4 sende inn oppgaver och oppgavelgsning-
er, samt forslag till emner som de gnsker
behandlet. Den hensteller till alle interes-
serte d abbonera pad tidskriftet og bidra
til at ogsa andre, sd vel institutjoner som

personer, tegner abonnement|[min kursi-
vering]. Og sidst, men ikke minst, ber den
leserne avse tid til 4 leve sig inn i det som
tidskriftet bringer. Bare ved en slik aktiv
medvirkning fra mange sider vil redaksjo-
nen og leserne komme i den rette kontakten
med hverandre, og bara pad den méten vil
Nordisk Matematisk Tidskrift kunne virke
etter sin hensikt og bli et betydningsfullt
bindeledd mellom matematikens dyrkare
i de nordiske land, slik som redaksjonen
gnsker og héper.

Savil vackra som forstdndiga ord som man bara kan
instimma i, och som jag tidnker aterkomma till nedan.
Frestelsen ér stor att bldddra i de forsta tre ”binden”. Det
inledes med en elegant skriven runa om Nils Erik Frem-
berg av Ake Pleijel. Direfter finner man bidrag av bland
annat Viggo Brun (generaliserad Simpsonformel), Otto
Frostman (en sats av Fary), Rolf Nevanlinna (den fyrdi-
mensionella rymden), Germund Dahlquist (Monte Carlo-
Metoden)!”, Thgger Bang (stora primtal), Carl-Erik Fro-
berg (Numeriska berdkningar pé siffermaskiner), Ernst
Selmer (Den ubestemte ligning X>+Y +3 = AZ%), Arne
Pleijel (Om konvexa kurvor) och Hans Radstrom (Nagra
elementira funktionalekvationer och Hilberts femte pro-
blem). Tvé artiklar &r skrivna pd engelska, en av Viggo
Brun som med eleganta bilder visualiserar Leibniz for-
mel for 7, och en av Magnus Tideman om ett elementért
bevis for ett teorem om unicitet hos positiva harmoniska
funktioner, och ett pa tyska av Dijksterhuis om Arkime-
des integrationsmetoder. Vidare dterfinner man ett stort
antal notiser med anknytning till analytisk geometri for
kégelsnitt, som utgjorde en central komponent i gymna-
sieundervisningen pa den tiden. Man finner artiklar om
Abel och Enestrom, historiska 6versikter som “Da sand-
synlighedsregning blev videnskap”, tillimpningar som
”von Neumanns spilteori”, och en hel del didaktiska artik-
lar av forfattare som Géarding, Sandgren'® och Kay Piene.
Vidare recenserars ett stort antal bocker, alltifran en pro-
blemsamling for tva betyg av Hormander och Sandgren
till klassiker som Polyas klassiker Plausible Reasoning
och @ysten Ores Abelbiografi. Problemldsningsuppgif-
ter (oppgaver) dr ett regelbundet aterkommande inslag,
som &dven innefattar studentexamensproven i de nordiska
landerna, samt tdvlingsproblem for skolelever, som initi-
erades i vira grannlédnder betydligt tidigare 4n i Sverige.
Det kan i sammanhanget vara intressant att ta ndrma-
re del av en notis av Sandgren. Tidskriften hade hosten
1954 anordnat en pristdvling for svenska gymnasister.

7Redaktérerna tyckte att den artikeln kanske var lite vil vansklig, men fann att intresset av en versikt av detta nya omréde berittigade

inklusionen.

'8bland annat ”Nya kursplaner och metodiska anvisningar i matematik for gymnasiet i Sverige”



En uppgift 16d

Som bekant dr sinx < x for x > 0. Be-
stim det minsta vérde pa a for vilket sin x >
x—ax>dax > 0.

Ingen gymnasist formadde ge en korrekt 16sning till det-
ta. Sandgren formodar att problemet inte skulle ha gett
danska gymnasister samma svérigheter, inte for att de-
ras gymnasiekurs i funktionsléran vore mer omfattande
utan for att denna kurs dr inriktad pa centralare frage-
stdllningar 4n den svenska. Sedan f6ljer en diskussion
om avsaknaden av stringens i gymnasieframstéllningen i
funktionsléra (for att inte tala om alla felaktigheter som
florerar i larobockerna) och att danskarna hade en be-
tydligt ldngre tradition (analysen fick redan i borjan av
1900-talet en central stédllning i skolkursen) @n svenskar-
na. Samtidigt varnar han dven for att ge alltfor mycket
betoning pa “precisionsmatematik” ty det kan verka him-
mande pa spekulativt och intuivt tinkande. Han betonar
att detta anda dr charmen med matematik och beklagar
att det i skolan endast far sitt utlopp i 16sandet av mer
eller mindre knepiga problem.

Och till slut kan man &dven notera att tidskriften fort-
farande tjainade som medlemsskrift, ty regelbundet ges
de listor over de foredrag (med foredragshallare) som
givits i de olika nordiska samfunden under érets lopp.

Jag ldnade den inbundna samlingen for att ta del av
Pleijels runa 6ver Fremberg i samband med min artikel
om Hormanders disputation i férra numret av Bulletinen,
men jag har varit mycket obensgen att lamna tillbaka
den, ty det dr sd ménga artiklar jag dr lockad av att 14-
sa. Tar man ner en godtycklig tidskrift ur hyllan ir detta
néstan aldrig fallet. Artiklarna &r av nddvindighet alltfor
tekniska och specialiserade. Typiskt, endast, om ens da,
dr man motiverad om artikeln har en direkt anknytning
till ett forskningsproblem man brottas med. Och i detta
fall laser man séllan fran A till O utan skummar igenom
for att koncentrera sig pa en eller annan detalj. Att skriva
populirt betyder inte nodvindigtvis bara att skriva for
en okunnig allméinhet utan dven for sina forhoppningsvis
nagot mera insatta kolleger.

Klart dr att Nordisk Matematisk Tidskrift fyllde en
mycket viktig funktion for sextio ar sedan. Kan man sédga
detsamma nu? Tiderna har fordndrats och ddrmed det
matematiska landskapet. For sextio ar sedan forelag en
bildad matematisk allménhet, huvudsakligen bestdende
av laroverksldrare, ute i skolorna. Det fanns dven en fun-
gerande koppling mellan den akademiska vérlden och
skolans virld via censorer och det faktum att lektorer-
na ute i skolorna hade en matematisk forskarutbildning

bakom sig och dirmed besatt en djupare akademisk kopp-
ling. NMT verkade i denna tradition och utgjorde en le-
vande forbindelselédnk mellan skola och akademi. Tyvirr
tvingas man inse att detta numera dr orealistiskt. Man far
vara glad om svenska ldrare laser Nimnaren (samt ovriga
nordiska lirare dess motsvarigheter)'”. For att Normat
skall kunna 6verleva och ha ett berittigande maste den
engagera den akademiska kéren som kirnpublik. En ma-
tematisk kar som dr vida storre dn den var for sextio ar
sedan. Manga av den tidens skollédrare skulle vara pro-
fessorer och lektorer idag. En uppenbar 16sning vore att
gora Normat till en gemensam medlemsskrift for samtli-
ga nordiska samfund. Jag har plidderat for detta men det
har 4n sd linge inte foranlett nagon respons. Ett allvarligt
problem ir de nordiska samfundens modesta ekonomier,
bland annat beroende pa att de flesta medlemmar (i lik-
het med undertecknad) dr stindiga medlemmar. Den mer
realistiska l6sningen vore istéllet att fler professionel-
la matematiker stodjer utgivandet via prenumerationer.
Men varfor skulle de gora det?

Normat dr utsatt for uppenbar konkurrens. American
Mathematical Society erbjuder hogklassiga matematis-
ka artiklar 4amnade for en storre matematisk allménhet,
frimst via sin Bulletin. Vidare finns en uppsjo av sddana
att leta upp pa nitet. Numera overskoljs man av infor-
mation av allehanda slag och den viktigaste uppgiften ir
inte att ta till sig den, utan att virja sig fran den. Ett an-
nat problem ir att manga matematiker dr inriktade pa sin
egen snéva professionella verksamhet och det finns ingen
plats eller intresse for matematik sdsom ren fritidssyssel-
sattning. Det dr betecknande att manga unga matematiker
avbdjer att publicera i Normat ty det ger inga poéng (det
ar en formalitet och tecken tyder pd att detta kan dnd-
ras). Jag finner detta mycket beklagligt, men om det dr
den forharskande attityden finns det ingen anledning att
fortsitta med Normat och en epok gér i graven. For att
en tidskrift som Normat skall vara levande och utgtra
en inspiration for blivande matematiker méste professio-
nella matematiker aktivt bidraga. En tidskrift som bara
baseras pa material som amatormatematiker levererar
blir oerhort torftig. Det finns s& mycket matematik som
faktiskt dr ganska elementir och tillgénglig for en storre
skara, men som ligger forborgad i facktidskrifter.

En vanlig missuppfattning nér det géller skrivandet
av populéra artiklar dr att man skall ta sitt eget teknis-
ka specialomrade, forenkla och urvattna och vifta med
hidnderna. Resultatet kan ofta bli lika obegripligt for ex-
perten som for lekmannen. Istédllet skall man skriva till
barnet inom sig. Att ta ett oskyldigt perspektiv kan inne-

19En av mina goda idéer #r att l4ta varje artikel i Normat ackompanjeras av en liten blinkare i Nimnaren dir de elementirare aspekterna
berors flyktigt och innehéller en inbjudan till vidare fordjupning med hinvisning till Normat. Men en god idé &r vardelds om den inte gar fran

ord till handling.
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bira att man inom sig sjdlv vicker upp den nyfikenhet
och fascination som ursprungligen ledde in en pé den
matematiska banan, endast dd kan man hoppas att vicka
lasarens nyfikenhet som i bista fall kan leda till fascina-
tion. Om nagon sédan inte foreligger, dr det inte mycket
att gora 4t saken. For att precisera, 14t mig ta ndgra per-
sonliga exempel. Som realskoleelev tréiffade jag for forsta
gangen pé de platonska kropparna. Det var for 6vrigt i
en samling av Martin Gardner. Jag blev djupt fascinerad,
gjorde egna modeller av papp och drémde om att finna
motsvarigheterna i fyra dimensioner. Detta var uppen-
barligen en uppgift som l1dg langt utdver min férmaga.
Manga ar senare ldrde jag mig av Coxeter att beskriva de
platonska kropparnas symmetrigrupper, vilka &dr intimt
forknippade med speciella projektioner. Vi har hir pa
en elementir niva en fusion av geometrisk kombinatorik
och linjdr algebra. Vad hinder om jag gér motsvaran-
de sak for hyperkuben (som jag triffade pd i Gamow
fore de platonska kropparna)? Symmetrigrupperna for
de 4-dimensionella regelbundna polytoperna dr givetvis
kénda sedan lénge. Det dr bara att googla. Om man héller
pé att skriva en artikel for en facktidskrift och behover
ha information om detta dr det legitimt att s& gora. Det
ar som att gé till affaren och kdpa en komponent. Enkelt
och behindigt. Men om man bara dr nyfiken? D4 dr det
som att kika i facit innan man borjar 16sa en uppgift. Hur
mycket roligare dr det inte att gora det sjdlv! Man startar
frén scratch med en basal matematisk allménbildning.
Det blir en liten uppticksresa, inte mindre av en upptickt
bara for att andra har varit dir tidigare. Jag har mycket
roligt. Under resans géng uppticker jag av en tillfallighet
en "ny” regelbunden polytop med 24 hérn och 24 celler,
som jag finner kallas for oktaplexen. Jag bestimmer dess
symmetrigrupp. Jag skriver program i C som manipu-
lerar 4 X 4 matriser, och riaknar ut konjugatklasser och
finner de sekuléra ekvationerna. Jag skriver program i
PostScript som visar de olika symmetriska projektioner-
na utifrdn konjugatklasserna. Négra av dessa projektioner
ar sldende vackra. Jag anknyter till kvaternioner, finner
for mig okinda dndliga delgrupper dérav, varav vissa
tycks relaterade till Heisenbergsgruppen over Z, vilket
jag kan bekrifta. Jag finner hela arbetet betydligt me-
ra matematiskt tillfredstéllande &n att skriva en typisk
fackuppsats. Allt dr ként, arbetet ger min inga poéng,
ingen dra, ingen uppskattning (bortsett frin min egen
personliga). Ar det virt detta? Jag tycker s. Det lir vara
sé att de flesta matematiska fackuppsatser skrivs bara av
meriteringsskil och i bista fall lases av granskaren. Vad
ar det for fel att skriva matematik av ren glddje? Ett annat
exempel gér dven detta tillbaka till en fundering jag hade
som realskoleelev. Jag inség att i varje riktning finns det
en linje som delar ett omréde i tvd halvor med samma

area. Jag framkastade hypotesen att alla dessa linjer skér
varandra i en punkt, som dirmed skulle kunna beteck-
nas som den ritta” medelpunkten. Jag forsokte bevisa
detta utan framgang, ty vad jag inte insdg d4, var att det
inte ens stammer fOr trianglar, ndgot som jag ddremot
som mogen matematiker och redakt6r for Normat ome-
delbart insag nér jag begrundade frigan pa nytt drygt
fyrtio &r senare. Istéllet beskriver skidrningspunkterna
av sddana halverande linjer en intressant kurva som jag
borjade nirmare undersoka. Aterigen fick jag tillfille
att programmera fran scratch i C for att kunna rita upp
exempel. Och sidkert dr det ként. Ytterligare exempel ar
ett elementért problem som Bengt Ulin tog upp, ndmli-
gen icke-kongruenta trianglar med samma omkrets och
area. Det slog mig att dessa parametriseras naturligt med
Riemanns theta-funktion, och icke utan moda skrev jag
ut detaljerna. Sammankopplingen mellan elementér och
”hogre” matematik &r fingslande, som Felix Klein vl
insdg. Jag skulle kunna géra listan 1dng men vill inte tira
pa ldsarens tdlamod. Jag vill inte heller kommentera hur
framgangsrika mina forsok har varit, ty till detta ar jag
uppenbarligen inte rdtte mannen, det enda jag kan gora
ar att redovisa mina bevekelsgrunder och motivation, i
hopp om att andra ldsare déri mé finna lite inspiration.
Déremot star det mig fritt att ge eloger till kolleger som
bidragit, och jag vill speciellt framhélla Jan Boman, som
inte bara bidrog tillsammans med Jan-Erik Bjork om
vad som hinde med Fugelsangs tappade skiftnyckel un-
der rymdpromenaden (celest mekanik och astronomiska
tillimpningar &r ett ypperligt &mne, ty jag misstdnker att
de flesta matematiker under sin barndom var fingslade av
just astronomi) utan dven gjorde en elegant kommentar
till Ulins ovannidmnda artikel, och sist men inte minst pre-
senterade tomografin, vars matematiska bas bor tillhora
allménbildningen.

Jag har en uppsjo av uppslag for kommande artik-
lar i den anda som jag redan antytt, men det ser illa ut
om jag som redaktor skriver samtliga artiklar, mitt upp-
drag dr istdllet att inspirera andra att s& gora. Men ér det
hopplost? Foreligger inget intresse av matematik som
en kulturmanifestation? Det dr svart for oss matematiker
att kommunicera Over vara specialomraden. Tyvérr &r
det sa att ett matematiskt seminarium sillan skiljer sig
frén en veritabel foreldsning. Folk sitter av artighet och
lyssnar och stiller mojligen av plikt ndgon fraga efterat.
Jag har deltagit i seminarier i filosofi. D4 dr det en helt
annan fart pa deltagarna. Oerhért roligt. Vad Normat vill
spegla dr en gemensam matematisk kultur. Att 1ata sig
berdras av andra omraden dn dem man sysslar med som
specialitet. Jag dr overtygad om att detta kan inte vara
annat @n stimulerande, dven for den egna forskningen.
Men kanske jag &r naiv. Jag ser dock ett visst hopp i
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det faktum att Normats problemavdelning tydligen har
uppskattats under alla dessa ar och kan vara den huvud-
sakliga anledningen till att en trogen, om dn krympande,
prenumerantskara har héllit ut i alla dessa ar. Vad jag har
skisserat ovan borde vara den naturliga vidareutveckling-
en av problemavdelningen.

Jag skulle dven vilja tilligga att det givetvis finns ut-
rymme for andra typer av artiklar 4n de rent matematiska.
Runor ir ett uppenbart exempel, och tillhor ndrmast plik-
ten, men dven intervjuer. Under 2008 lér jag publicera i
varje nummer ett avsnitt av den intervju som Christian
Skau och Nils Baas gjorde med Selberg strax fore hans
dod. Utan Normat skulle det ha varit svért att publicera
denna i sin helhet. Kanske den bedrift som jag &r stoltast
over angdende Normat &r att ha lyckats kontakta Herman
Weyls son som gav sitt tillstdnd att publicera ett brev
som hans far skrivit med anledning av Selberg-Erdds

kontroversen, ett brev som AMS inte vagade publicera.
Detta visar dven vitsen med en tidskrift, nir det giller
finns det ett [ampligt forum. Andra exempel &r historis-
ka oversikter och filosofiska betraktelser som oftast dr
tillgidngliga langt utanfor en snidvare krets.

Det passar ypperligt att avsluta med en uppmaning.
Normats utgivning &dr av olika anledningar forsenad.
Forst och framst for att sammanstéllningen av ett tema-
nummer (det blev ett dubbelnummer) for Galois blev en
propp i systemet. Faktum &r nu att inte ett enda nummer
av argang 2012 har sett dagens ljus. Vi hoppas kunna fa
ut samtliga dessa nummer 6ver sommaren och tidiga hos-
ten. Manustillgdngen &r dock for torftig for att redan nu
fylla dessa nummer. Visserligen skulle jag kunna fylla ut
dem p4 egen hand, men detta vore av ménga anledningar
olyckligt. For presumtiva forfattare finns hir ett gyllene
tillfalle att snabbt fa ndgot publicerat.

Wallenbergpriset 2013

Svenska Matematikersamfundet har tilldelat Hikan Samuelsson Kalm och Elizabeth Wulcan 2013 ars Wallenbergpris.
Priset har delats ut sedan 1983 till 16ftesrika unga svenska matematiker, och bekostas sedan 1987 med medel fran

Marianne och Marcus Wallenbergs stiftelse.

Elizabeth Wulcan dis-
puterade vid Chalmers
tekniska hogskola 2007
med avhandlingen Resi-
due Currents and their
Annihilator Ideals. Hon
var direfter postdok-
tor vid Institut Mittag-
Leffler och University of
Michigan. Sedan 2010
har hon anstéllning som
forskarassistent vid Ma-
tematiska vetenskaper.
Elizabeths forskningsomréaden dr komplexanalys i flera
variabler och hon ir sérskilt intresserad av flerdimensio-
nell residyteori och komplex dynamik.

Foto: Setta Aspstrom

Hékan Samuelsson Kalm
disputerade vid Goéte-
borgs universitet 2005
med avhandlingen On re-
sidue currents and mul-
tivariate operator cal-
culus. Direfter var han
bl a postdoktor pd Erwin
Schrodinger-institutet i
Wien, Universitait Wup-
pertal, Goteborgs univer-
sitet, Universitit Wien
och Universitetet i Oslo,
och universitetslektor vid Lunds universitet. Han har en
forskartjénst vid Matematiska vetenskaper sedan 2012
och &r for ndrvarande fordldraledig. Hakans forsknings-
omrdde dr komplex analys och ett centralt tema i hans
forskning &r integralformler och kalkyl for residystrom-
mar.

Foto: Marie Kalm

Vi hoppas kunna ge en utforligare presentation av pristagarna och deras arbete i nésta nummer av SMS bulletinen.
Informationen har tagits frin webbplatsen for Chalmers/Géteborgs universitet.
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Lars Hormanders tidiga bidrag till partiella differentialekvationer

Anders Melin

18 maj 2013

Inledning

I denna redogérelse vill jag forsdka beskriva nagra av Lars Hormanders anmérkningsvarda tidiga bidrag
till linedra partiella differentialekvationer.

Det ar vilkant att Lars Hormander tilldelades Fieldsmedaljen vid Internationella matematikerkon-
gressen i Stockholm 1962.1 Jag vill hedra Hérmanders minne genom att paminna om négra idéer som
sag dagens ljus 1 hans avhandling och som har kommit att ha en bestaende inverkan pa utvecklingen av
linedira differentialoperatorer. Aven om ett imponerande stort antal grundliggande fragor besvarades
redan i hans avhandling, fédde denna ocksé fragor, vilkas 16sning kravde flera artionden eller till och
med ett halvt arhundrade.

Det ligger néra till hands att formoda att inte sd& mycket dr kdnt bland yngre matematiker om
Hoérmanders tidiga arbete och om vad som féranledde det internationella matematiska samfundet att
tilldela honom detta prestigefyllda pris. Med tanke pa den snabba utvecklingen av teorin for differen-
tialoperatorer under det senaste halvseklet kanske detta redan anses vara historia. Utvecklingen av ny
teori och teknik, inom vilken Héormander bibeholl en ledande stéllning, gor det mojligt, t.o.m. for en
nyborjare pa omradet, att 16sa problem som forefoll o6verstigliga vid den tid d& han borjade. Férutom
att vara en oumbérlig larobok for en forskarstuderande som vill lira sig omradet (eller, mer realistiskt,
en del av det), utgér Hérmanders omfattande monografi [9] en utmérkt referens till utvecklingen av
lineédra differentialoperatorer.

Hormanders avhandling [4], publicerad i Acta Mathematica 1955, &r i alla avseenden ett méster-
verk. Den &r inte bara ett dokument som presenterar fullstéindiga bevis for férbluffande resultat fran
den tiden, utan den innehéller d&ven en rikedom péa idéer, sa talrika att Hormander inte behéver an-
vinda dem alla. Det finns nagra kvar at lasaren, och de kan anvindas till alternativa bevis for nagra
grundlaggande resultat, kanske i en nagot svagare form, men anda tillrackligt starka for att ge lasaren
manga stimulerande erfarenheter. Kanske ar det skillnad pa avhandlingen och Hérmanders senare ar-
beten, som ibland kunde ge ldsaren det felaktiga intrycket att det inte fanns nagra fragor kvar inom
forskningsomradet.

Nar jag skriver om Hormanders arbete, sarskilt om bidragen i hans avhandling, har jag forsokt
att ge ldsaren en uppfattning om vad som senare hént med resultat och metoder som infordes i ett
tidigt skede av en stor matematikers karridr. For att kunna presentera idéerna har jag valt att ge
oversiktliga bevisskisser som ibland &r fullstdndiga sa néar som pa formaliteter. En ldsare som tycker
att det ar langtrakigt eller svart att ldsa dessa kan helt enkelt hoppa &ver dessa partier. Jag har
tagit mig friheten att ibland omorganisera idéer fran avhandlingen i en annan form eller ordningsféljd.
Det tyckte jag var nédvindigt for en kort och sammanhéngande framstéllning, och redogorelsen &r
langt ifran uttommande. I stéllet har jag forsokt introducera lasaren till en anmérkningsvard karriar

*Jag vill tacka Ingrid Beltitd for véardefulla kommentarer

!Den andre pristagaren var John W. Milnor. Fieldsmedaljorernas arbeten presenterades av Lars Garding och Hassler
Whitney. Jag rekommenderar en ldsning av Gardings tal, se [3]. Kongresstrycken fran IMU-kongressen kan laddas ned
fran http://ada00.math.uni-bielefeld.de/ICM/ICM1962.1/ICM1962.1.0cr.pdf.
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genom att vilja exempel. Forhoppningsvis kan samtidigt nagra nyttiga matematiska insikter férmedlas
till icke-experten. Jag vill ocksa bestdmt deklarera att alla eventuella matematiska misstag i mina
forklaringar enbart beror pa mig.

Lineara differentialoperatorer. Lite bakgrund

En lineér (partiell) differentialoperator i en 6ppen méangd € i R™ &4r en dndlig summa
P = Z ao(z)D?,
(e

dar a, ar komplexvirda funktioner i €, indicerade med multiindex o = (a1, ..., a,) € N™, och
n _ -1
D* = D{"---Dyp", Dj =i 0Op,.
Typiska exempel &r:

Dy + 1Dy, Cauchy-Riemann-operatorn
A=—|D?=—(D}+ D3 +---+ D2), Laplaceoperatorn
Di+---+ D2 - D2, vagoperatorn

D% + -+ DTQL +4Dyp41, varmeledningsoperatorn

tillsammans med modifieringar med icke-konstanta koefficienter. I dessa exempel representerar x,41
tiden, medan de Gvriga variablerna vanligen betraktas som rumsvariabler.

Funktionen p(z,§) =Y aa(2)€* 1 R™ x R™ &r symbolen for P, och P &r av ordning m om m &r det
minsta heltal for vilket aq &r identiskt lika med 0 da |af = 3~ o > m. Nudr pm (2, ) = 32|/ @a(®)E”
principalsymbolen for p. Operatorn ar elliptisk om py,(x,&) # 0 da & # 0. Vi kommer att anvinda
beteckningsséttet p(®) (z, &) = g‘p(x,f).

De grundlidggande fragorna i anslutning till differentialekvationerna Pu = f giller existens och
regularitetsegenskaper for 16sningarna u. Detta kan bara diskuteras sedan lampliga villkor har formu-
lerats for koefficienterna a,, och hogerledet f. Vid anvindning som fysikaliska modeller, till exempel,
maste ytterligare villkor stéllas pa ekvationerna for att 1osningar ska vara entydigt bestdmda. Saddana
villkor skulle kunna vara begynnelsevillkor, randvillkor eller stralningsvillkor i odndligheten.

Néar f och koefficienterna till P &r reellt analytiska funktioner kan man, genom att utveckla u
och f i potensserier, visa att ekvationen Pu = f &r lokalt 16sbar néra varje punkt y i R"™ sadan att
pm(y,m) # 0 for nagot 7. Efter ett affint variabelbyte kan man anta att y =0, n = (0,...,0,1) och da
finns enligt Cauchy-Kovalevskys sats en 6ppen omgivning U av origo sa att Cauchyproblemet

Pu=finU, Dlu=0iUnN{z;z,=0},j<m

ar entydigt 16sbart for varje f som ar reellt analytisk i U. Denna sats géller dven i den icke-linedra
situationen dér koefficienterna ocksé kan bero pa u. Ett specialfall bevisades av Cauchy [1] kring 1840
och det allménna fallet behandlades av Sonja Kovalevsky [2].

Aven om mycket var kéint kring mitten av forra arhundradet om de differentialoperatorer som kom
till anvdndning inom olika tillimpningar av matematiken, saknades en allmén teori, dven for klas-
sen av differentialoperatorer med konstanta koefficienter. Den situationen dndrades med Hoérmanders
avhandling.

I den hér korta presentationen &r det inte mdojligt for mig att ge en historisk bakgrund, men jag
kan inte avsta fran att ge nagra glimtar fran den tid da Hormander gjorde entré. Han paborjade sina
forskarstudier ar 1950 vid Matematiska institutionen i Lund. Den legendariske professor Marcel Riesz,
vars intressen tackte mycket viktiga omraden inom matematisk analys, déribland partiella differenti-
aloperatorer, blev hans lirare. Riesz emeriterades 1952 och ar 1953 utndmndes Ake Pleijel och Lars
Géarding till professorer i matematik i Lund. De var béagge experter pa partiella differentialekvationer
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och Garding, som blev Hormanders avhandlingshandledare efter Riesz, hade gett flera viktiga bidrag
till elliptiska och hyperboliska ekvationer som &ven paverkade Hormander. Bland de internationella
auktoriteter inom partiella differentialoperatorer som tycks ha haft inflytande pad Hormander vill jag
framst ndmna den sovjetiske matematikern Ivan Petrovsky. Han var kind for sitt arbete om hyperbo-
liska system av differentialoperatorer och for resultat om analyticitet av 16sningar till elliptiska system
med analytiska data.

Det dr ocksa viktigt att ndmna den franske matematikern Laurent Schwartz som 1950-51 publice-
rade sitt arbete om distributioner [13|. Hormander insag snart vikten av att anvénda distributioner i
teorin for partiella differentialoperatorer, &ven om de nya idéerna mottes med skepsis av vissa mate-
matiker, daribland hans lirare Marcel Riesz.? Ett skil till att anviinda distributionsteori var att den
gav en enhetlig uppfattning om begreppet svag 16sning till en partiell differentialekvation. Att betrakta
sadana losningar blev nodvéindigt eftersom de flesta differentialekvationer bara kunde angripas med
funktionalanalytiska metoder.

En annan matematiker som hade inflytande p4 Hérmander var Bernard Malgrange som ar 1953
hade konstruerat fundamentallésningar till allménna lineéra differentialoperatorer med konstanta ko-
efficienter [12]. Om P &r en saddan operator siger vi att en distribution E &r en fundamentallésning
om den l6ser ekvationen PE = §, dar ¢ ar Diracs deltafunktion som till varje testfunktion ordnar
dess virde i origo. D& en fundamentallosning E vil har konstruerats, 16ses varje ekvation Pu = f,
dar f ar en distribution med kompakt stod, av u = E x f, dar FE *x f ar faltningen mellan E och
f.3 Malgranges resultat medforde 16sbarhet for varje ekvation med konstanta koefficienter i R" vars
hogerled har kompakt stoéd, med det gav inte mycket information om l6sningens egenskaper och var
inte tillrackligt starkt for konstruktion av 16sningar da R™ ersitts med delomraden. Ett banbrytande
steg framat togs saledes av Hormander redan i forsta delen av hans avhandling, dar han bevisade att
ekvationen Pu = f € L*(Q) alltid har en 16sning u € L?(Q), déir Q #r vilken som helst ppen delméngd
av R™.4 Jag ska forklara detta mer utforligt i kommande avsnitt for att ge en antydan om den teknik
som Hoérmander inforde i sin avhandling och sedan fortlopande utvecklade i sina senare arbeten.

Redskapen

Hormander var en méstare nar det géllde att tillaimpa metoder fran vitt skilda omraden av matema-
tiken, dir hornstenarna var reell och komplex analys, kombinerad med funktionalanalys. Senare blev
geometriska Gverviganden viktigare da han angrep djupa fragor géllande differentialekvationer med
variabla koefficienter. Genom hela sitt matematiska liv fortsatte han att féordjupa sina insikter inom
flera omraden sasom differentialgeometri, algebra, hamiltonsk mekanik och konvexitetsteori, bara for
att namna nagra.

For en linedr partiell differentialoperator P, sérskilt en med variabla koefficienter (vi antar att de
ar glatta), ar det i allménhet omdjligt att skriva ned 16sningsformler for ekvationen Pu = f. I stéllet
méaste man anvinda funktionalanalys for att bevisa att en 16sning w existerar, och dérefter kan andra
metoder ge mer information.

Den funktionalanalys som Hoérmander anvénder i sin avhandling &r en kombination av Hilber-
trumsmetoder och distributionsteori. I det foljande betecknar jag med C*(Q), dir 0 < k < oo, rummet
av k ganger kontinuerligt deriverbara funktioner i €2, och C%(Q) betecknar delklassen av funktioner som
ar identiskt noll utanfor en kompakt delméngd av Q. Med D/(€2) menar vi rummet av distributioner i
0s

L?(2) ar Hilbertrummet bestiaende av kvadratiskt integrabla funktioner i £ med skaldrprodukt och

2Se anmérkningen i avsnittet om hypoellipticitet

30m f och g ér lokalt integrabla funktioner och en av dem har kompakt stdd, ir (uxv)(z) = [u(y)v(z —y) dy. Denna
operation kan latt 6verforas till distributioner.

Har och framdver ska ekvationen Pu = f tolkas i distributionsteorins mening om ingen ytterligare regularitet som
medger en klassisk tolkning ndmns

®Dessa #r linedra former pa C§°(2) som satisfierar vissa kontinuitetsvillkor.
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norm definerade genom

(f,9) = /f(w)g(x) dz, ||f|| = (f, )Y
0

Om A &r en lineér operator som ir kontinuerlig fran C$°() till L?(Q), si definieras dess formellt
adjungerade operator A* : L?(Q) — D'(2) av villkoret (Au,v) = (u, A*v) dau € C5°(Q) och v € L%(Q)
5 Vi siiger att A #r formellt sjialvadjungerad om A* = A. Om p ér symbolen for P, sa foljer av Leibniz
formel att symbolen p* for P* ges av

pi(x,€) =) DI(iDe)*p(x,€)/al. (1)

Detta visar att principalsymbolen for P* &r konjugatet av motsvarande symbol for P.
Foljande lemma &r ett av de redskap fran funktionalanalys som var oundgéngliga i Hormanders
arbete. Vi ska ge fler exempel senare.

Lemma 1. Om det finns en konstant C, sadan att
loll < Cl[Po]l,  ve () (2)
sd har ekvationen Pu = f en L2-l6sning u for varje f i L?(€2).

Bevis. Lat f € L*(Q). Att u € L? 16ser ekvationen Pu = f betyder att (h,u) = (v, f) om h = P*v
och v € C§°(2). Eftersom v ar entydigt bestdmd av h pa grund av uppskattningen (2) &r avbildningen
av h pa (v, f) en linedr form pa P*C§°(€2). Uppskattningen (2) visar, tillsammans med Hahn-Banachs
sats att denna form kan utvidgas till en kontinuerlig linedir form pa L?(£2). Det finns alltsa ett element
u i det Hilbertrummet sadant att (P*v,u) = (v, f) da v € C§°(f2), och da &r Pu = f. O

Jag vill ockséd ndmna ett enkelt lemma som anvindes av Malgrange da han visade existensen av
fundamentallésningar. Som vi ska se senare anvindes detta ocksa av Hormander for att visa existens
av L*-16sningar, men han utvecklade ocksa detta lemma till mycket starkare versioner som gjorde
det mojligt att konstruera fundamentallosningar med optimala regularitetsegenskaper. Det finns en
mycket elegant och forvanansvért enkel konstruktion av fundamentallésningar till lineéra differential-
operatorer med konstanta koefficienter i avsnitt 7.3 i [9]. Dessa fundamentalldsningar, som Hérmander
kallade reguljdra, analyserades sedan mycket utforligt i kapitel 10 i samma monografi.

Lemma 2. Ldt q(z) = amz™+- - -+ag vara ett polynom och @ analytisk i enhetsskivan och kontinuerlig
pa dess slutna holje. Dé gailler

2
enpOF < 5= [ o)) do. Q

Bevis. Vi kan anta att a,, # 0. Lat

1— 2z

)
zZ—Z

r(z) = a(=) [ ]
!

dér produkten tas 6ver nollstéllen till ¢ i den slutna enhetsskivan och tolkas som 1 om det inte finns

nagra. Da ser man latt att |a,,| < |r(0)|, och eftersom |q(z)| = |r(z)| pa enhetscirkeln ger detta
1 2m 0 ”
e )] < rO0p(0)] < 3= [ re)e(e?)] do

1 [ 0 0 1 [2m 0 oy N\ 1/2
= — v v < [ — d 7 .
3 | latee@ldn < (o [ la(e et ao)

O]

50m v &r en distribution, si definieras dess konjugat o pa ett naturligt sitt, och vi anvéinder skrivsittet (p,v) for
verkan av v pa testfunktionen .
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Osiakerhetsprincipen och L?-16sbarhet i begrinsade omraden

Lat X, beteckna multiplikation med z;/i och observera att X; = —Xj, D = Dy och
(X, Di] = 01, (4)

dér vi anvander beteckningen [A, B] for kommutatorn AB — BA till tva operatorer.
Som forberedelse for nedanstaende diskussioner paminner jag ldsaren om osékerhetsprincipen som
jag formulerar i foljande form:

Lemma 3. Om u € C§°(R™) har stéd i ett klot med radie R gdller

[[ull < 2R||Djull (5)
for varje j.
Bevis. Vi kan anta att klotet har medelpunkt i origo. Det foljer av (4) med j = k att

lul> < [(X; Dju, w)| + |(D; X ju, u)|
= [(X;Dju, w)| + [ (u, X3 Dju)| < 2full - | X; Djull < 2R|ull - [ Dju].-

O]
Nedanstaende lemma &r en omedelbar och anvindbar foljd av ovanstaende. Definiera
lull, = > 1D%]
|a|=k
for u € C°(R™).
Lemma 4. Antag att u har stdd i ett klot B med radie R i R™. Om k € N sa dr
[ully < 2R[|ullgs- (6)

Med inspiration fran avhandlingen ska vi nu presentera en mycket starkare version av osékerhets-
principen.”

Lemma 5. Antag att Q dr en begrinsad éppen delmdingd av R™, innehdllen i ett klot med radie R,
och att p dr ett polynom av grad m. Dad dr

I (Dyull < (2R)"*(m!/(m — |a))!)|lp(D)u| (7)
for u e C§°(2).
Bevis. Efter translation och skaléndring kan vi anta att R = 1 och att 2 &r innehallet i enhetsklotet.
Siitt pU) (&) = O¢;p(§). Vi visar forst med induktion dver m att
lpP (Dyull < 2mllp(Dyull, u € C§*(92). (8)

Eftersom (8) trivialt géller d& m = 0 kan vi anta att m > 0 och att pastéendet redan har bevisats for
mindre heltal.

Eftersom D é&r formellt sjdlvadjungerad foljer att g(D) ar den formellt adjungerade operatorn till
q(D) da g &r ett polynom, och eftersom ¢(D)g(D) = q(D)q(D), galler ocksa ||q(D)ul|| = ||g(D)ul for
u € C°(Q). Vi ska anviinda detta och dven att p)(D) = [X;, p(D)]. Nu far vi

IpW (D)ul)* = ( p(D)u — p(D)Xju, p? (D)u)
= (X;p(D)u, 9 (D)u) — (X;u, p¥) (D)p(D)u)
= (X;p(D)u, p¥) (D)u) + ([Xj, YD), p(D)u) — (X;p9)(D)u, p(D)u).

"Den hir versionen formuleras inte explicit i avhandlingen, men den fSljer av en kombination av idéer i den.
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Induktionsantagandet, tillampat pa pl ) ger
11X, Y (D)]ul| < (2m = 2)[[p9 (D)u]| = (2m — 2)[[p? (D)ull,
och da || X;v|| < |lv|| for v € L%(2) foljer att
Ip9 (D)u)* < 2m|[p?) (D)ul| - |p(D)ull.

Detta bevisar (8).

Det &ar nu latt att bevisa (7) med induktion 6ver |«|. Uppskattningen géller da |a| = 0. Vi kan
dérfor anta att |a| > 0 och att (7) galler for ligre virden pa |a|. Vilj j och 3 sa att p(® = ¢(0) = O¢; 4,
dir ¢ = p®. Nu féljer av induktionsantagandet att

lg(Dyull = [P (D)ull < 217 (ml/(m + 1 = [a])})|lp(D)u].
Om vi anvinder (8) med m ersatt med m + 1 — |a| = deg(q) far vi
1P (D)ull = [V (D)ul| < 2(m + 1 — |a])llg(D)ul|
Olikheten (7) foljer om denna uppskattning kombineras med foregaende olikhet. O

Lat 0 # P = p(D) vara en differentialoperator av ordning m med konstanta koefficienter och lat
Q) vara en icke-tom, 6ppen och begrinsad delméngd av R". Lat C' genomgaende beteckna konstanter
som kan bero p4 P och ). Foéljande resultat uppnédddes med energiintegralmetoder i Hormanders
avhandling. Med utnyttjande av foregaende lemma blir beviset mycket kort.

Sats 6. Det finns en konstant C = C(P,2), sidan att
[ull < CllPull,  u e C5° (). (9)
Korollarium 7. Ekvationen Pu = f € L?(2) har en losning i L*(£).

Beuvis for korollariet. Uppskattningen (9) géller dven for P*, och resultatet foljer genom en tillimpning
av Lemma 1. O

Bevis for Sats 6. Genom att viilja a1 (7) sa att p(® &r en konstant # 0 far vi uppskattningen (9). O

I sin avhandling visade Hormander forst existensen av L2-16sningar genom att anvinda Lemma, 2
och betrakta Fourier-Laplace-transformen

() = /e_“x’ou(x) de, (eC"
R"l

for u i C§°(R™). Detta &r den hela analytiska fortséttningen av Fouriertransformen av w. Hérmander
bevisade féljande uppskattning;:

Lemma 8. Antag att f = p(D)u, dar p dar ett polynom av grad m. Om n € R™ sd dr

P () Pllul? < / To(2(z, m)) ()2 d, (10)
Rn
dar . or
_ essin9
Jo(s) = 27T/O do

dr Besselfunktionen av ordning 0.
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Bevis. Om £ € R"™ sa &r py,(n) den ledande koefficienten i polynomet g¢(z) = p(§ + 2n). Det féljer
darfor ur Lemma 2, eftersom f(€ + z1) = qe(2)a(€ + 2n), att

(PP < 5 [ 17+ PP o, (1)

Eftersom & — f(f + w) #r Fouriertransformen av z — e~ “®%) f(z) da w € C™ ger integration med
avseende pa £ i (11) tillsammans med Parsevals sats

Pl < 5 ([ 17 e @) dz) o = [ |t m) @) da.
R" R

O]

Ovanstaende lemma leder till ett alternativt bevis for Sats 6 om man véljer n sa att p,,(n) # 0. Om
stodet for u dr innehallet i ett klot med radie R sa vaxer konstanten i den satsen som ges av Lemma 8
exponentiellt i R medan tillvixten som ges av Lemma 5 ar polynomiell.

Anmdrkning. Antag att 0 # P &r en differentialoperator med konstanta koefficienter och att f &r en
distribution i en 6ppen begrinsad delméngd €2 av R"™. Lat w vara en 6ppen méangd med kompakt holje i
Q. Om N ir stort sa ér f = (1+|D|>)N fy i w, dir fy € L?(w), och fy = Pwy for nagot wy € L?(w).
Sitt u = uy = (1 + |D>)Nwy. Da giller

Pu=(1+|D)NPwy =1+ D)V fy = f

i w. Detta visar att ekvationen Pu = f € D'(Q) har en distributionslosning i varje 6ppen delméangd
med positivt avstand till randen av €. Detta &r i stort sett sa langt man kan komma genom att anvinda
ovanstaende satser och det basta man kan hoppas pa i avsaknad av ytterligare villkor p4 P och 2.
Surjektivitetsegenskaper for P i rummen C*°(Q) och D'(2)/C*(€2) (med begransningsvillkor pa 2
borttagna) beror pa komplicerade konvexitetsegenskaper (P-konvexitet) hos €, formulerade i termer
av operatorn P. Hormander har gett viktiga bidrag till forstéelsen for dessa fragor, och vi hénvisar
lasaren till avsnitten 10.6 och 10.7 i [9]. Om Q &r konvext géller surjektivitet for P i C*°(Q2) och D'(Q)
utan ytterligare villkor pa P, och om P &r elliptisk géller surjektivitet utan nagra villkor pa 2. Dessa
ar ytterlighetsfallen, och P-konvexitet &r i allménhet ett svagare villkor &n konvexitet.

Definitionsomraden for de maximala resp. minimala operatorerna

Hormander infér i [4] tva realiseringar av P = p(D) i L?*(f2). Dessa ir minimaloperatorn Py, och
maximaloperatorn Pp.x. Deras grafer i Hilbertrummet L?(Q2) @ L?(Q) definieras genom

graph(Ppi,) = closure ({(u, Pu); u € C’SO(Q)}>, (12)
och
graph(Poax) = {(u, Pu); u, Pu € L*(Q)}, (13)

dar Pu evalueras i distributionsteorins mening. Man ser ldtt att detta definierar téatt definierade och
slutna linedira operatorer i L?(Q). Kom ihag att om A #r en sluten, titt definierad linedr operator i
L?(2) sa dr den adjungerade operatorn A* definierad genom

graph(A*) = (graph(A))”,

diir G* betecknar det ortogonala komplementet i L2(Q) @ L?(£2) till underrummet {(g, —f); (f,g) € G}
nér G ar ett lineéirt underrum till L3(Q)® L*(Q). Da dr A* en sluten, tétt definierad linedr operator och
(A*)* = A. Lat P vara operatorn p(D). Man kan latt kontrollera att Py, = Py, och Ppax = P

min*
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Operatorn Py ir surjektiv i L2(2) enligt Korollarium 7. Av Leibniz formel

p(D)(pu) =D (D)p(D)u/al, ¢ € C™(Q), ue D'(Q)
6
och uppskattningarna (7) foljer att definitionsomradet for Ppi, &r invariant under multiplikation med
funktioner i C§°(2). Detta ar inte sant for definitionsomradet till Pyax. Dessa operatorers definitions-
omraden, sarskilt det for Pupax, diskuteras utforligt i avhandlingen. Definitionsomradet for Py ar
mycket kéinsligt for geometrin hos 2 och bestammer polynomet nistan entydigt. Hormander bevisade
foljande resultat, som &r mycket starkt:

Sats 9. Antag att n > 2 och att p och q dr polynom som beror genuint pa mer dan en variabel och lat
P =p(D), Q= q(D). Om Dom(Ppax) C Dom(Qmax) sd gdller

qg=a+bp (14)
ddr a och b dr konstanter.

Beviset for denna sats ar komplicerat och kréaver redskap fran algebraisk geometri.
Situationen &dr myckeet enklare for minimaloperatorn Pp,. Dess definitionsomrade Dom(Ppyin)
bestédms av styrkan av p, ett begrepp som infors i avhandlingen. Hérmander gjorde definitionen

5O = (X p©F)”

och bevisade foljande resultat.

Sats 10. Antag att p # 0. Ett nédvandigt och tillrackligt villkor for Dom(Pyin) C Dom(Qmin) dr att
polynomet q dr svagare dn polynomet p i den meningen att ¢ < Cp for nagon konstant C.

Beviset for den héar satsen foljer vigar man ofta finner i Hérmanders arbeten nér han har att gora
med avbildningsegenskaper hos lineéra differentialoperatorer. I ett forsta steg anvéinds funktionalanalys
for att uttrycka avbildningsegenskapen i form av en apriori-uppskattning som (2), och sedan anvénds
metoder ur analys i ett andra steg for att bevisa eller vederligga den uppskattningen.

Bevis for satsen. Om Dom(Ppin) C Dom(Qmin) s& ar den naturliga inklusionen fran grafen for Py,
till grafen for Qmin sluten, och det foljer av satsen om den slutna grafen att det finns en konstant C
sadan att ||Qu|| < C(||ul| + ||Pul|) d&a u € C5°(€2). Hér kan termen ||u|| i hoger led forsummas pa grund
av (9). Eftersom det omedelbart foljer fran definitionerna av minimaloperatorerna att uppskattningen
|Qu| < C||Pu|| medfor att Dom(Ppin) C Dom(Qmin) har vi reducerat beviset till att visa att apriori-
uppskattningen

IQull < C(IPul), e CEEQ) (15)

galler om och endast om ¢ ar svagare én p.
Om a(§) &r en lokalt begréansad métbar funktion pa R™ av hogst polynomiell tillvixt i odndligheten
och u € C§°(R™) s& definierar man

o(Dyula) = 2m) " [ = 9a(e)a(e) de.
Rn
D #r a(D)u en glatt funktion pa L2, och
la(Dyull = (2)/||ad|

enligt Parsevals sats. Darfor géller ||b(D)u|| < ||a(D)u|| om b &r métbar och |b| < |a|. Lemma 5 visar
att det finns en konstant C7, som beror pé enbart m och €2, s att

[p(D)ull < Cillp(D)u|
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da u € Cg°(Q2). Eftersom |g| < Cop om ¢ < Cop inser man att (15) géller med C' = C1C5.

Det aterstar att bevisa att (15) medfor att g &r svagare &n p. VAlj u # 01 C§°(€2) och definiera
uy(€) = e@Muy(z). Bftersom Fouriertransformen av Qu,, #r funktionen ¢(£)a(¢ — n) och motsvarande
for Pu,, foljer av (15), med u ersatt av u,, och Parsevals sats att

(2ﬂ)‘”b/Wq(£4-nN2hK£N2d€==(2ﬂD‘”L/Wq(£ﬂ2hm(£N2df
= ”Qun||2 < CQHPUnH2

—c%%rﬂ/m@wuﬂa%ﬁ—o%%rd/m@+mmmoﬁﬁ.

Detta ger
N(qy) < CN(py), (16)

dér g, (§) = q(§ +n), py(§) = p(§ +n), och
N = ( [Iroria©P )

Héar ar N(r) en norm i vektorrummet V' av polynom r av grad m/, dar m’ = max(deg(p), deg(q)), och
7(0) méaste da vara en ekvivalent norm. Det f6ljer nu fran (16) att det finns en konstant C” sddan att

q(n) < C'p(n). O

Anmdérkning. I sin avhandling definierar Hérmander ocksé allménna randvérdesproblem for operatorer
P = p(D) i Q. Lat yp vara kvotavbildningen Dom(Ppax) — Dom(Ppax)/ Dom(Ppin). Vi har sett
att Ppax ar surjektiv i L?(€2). Detta dr inte sant for Ppi,. I sjilva verket giller att om w tillhor
definitionsomradet for P, si dr f = Punu grinsvirdet i L?(Q2) av en foljd Pu;iC§e(2). Om ( € C”
och p(—¢) = 0 sa giller

Q

Jj—o00 (o)

= lim uj(sc)p(—C)ei@c’O dx = 0.
J—00 (9]

Detta ger restriktioner pa elementen i virderummet till Ppi,, och definitionsomradet fér P, maste
utvidgas for att man ska fa en surjektiv operator. For att undersoka detta later Hormander varje lineart
underrum B av
Dom(Ppax)/ Dom(Ppiy) tilldelas restriktionen Pp av Ppax till
{u € Dom(Ppax); ypu € B}. Detta ar ett abstrakt randvirdesproblem som ségs vara korrekt stdllt om
det finns en kontinuerlig linedir operator S i L?(2) med viirderum innehallet i definitionsomradet for
Pp, sadan att PgSu = u da u € L*(9).

Regularitetsresultat

Ett av avhandlingens mera betydande resultat ar en algebraisk karakterisering av hypoelliptiska opera-
torer. Dessa &r operatorer med egenskapen att w ar glatt nar Pu ar glatt. Det var en stor Gverraskning
att det fanns stora klasser av icke-elliptiska operatorer med denna egenskap. Som ovan &ar €2 en Op-
pen begransad delméngd av R, och vi betraktar en operator P = p(D), dar p ar ett icke-konstant
polynom.

Definition. Operatorn P sigs vara hypoelliptisk i € om nollrummet till Ppayx dr innehallet i C°°().

Definition. Polynomet p sédgs vara hypoelliptiskt om imaginérdelen till { gar mot odndligheten d& ¢
gar mot odndligheten inom nollstallemangden V), till p i C™.
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Ett av de viktigaste resultaten i avhandlingen &ar att dessa definitioner ar ekvivalenta. Den termino-
logi som anvénds hér ar inte densamma som i avhandlingen. Hormander anvinder begreppet lokal och
fullsténdig operator. Operatorn P &r lokal om definitionsomradet for Ppax dr invariant under multi-
plikation med funktioner i C§°(€2), och den &r fullstindig om p beror pa alla variabler, d.v.s. R" 37 =0
om p(& +1tn) =p(€) da{ € R" och t € R.

Jag sammanfattar nagra av avhandlingens regularitetsresultat i féljande sats som visar att defini-
tionen av hypoellipticitet kan formuleras pa flera olika sétt.

Sats 11. Féljande villkor dr ekvivalenta:

1. Polynomet p dr hypoelliptiskt.
Operatorn P = p(D) dr hypoelliptisk i 2.
Operatorn P dr lokal och fullstindig.

Om u € D'(Q) sd dr u glatt i varje oppen mangd dir Pu dr glatt.

Operatorn p(D) har en fundamentallosning E som dr glatt utanfor origo.

Bewvisskiss. Antag forst att p &r hypoelliptisk. Lat £ € R™ och lat d(§) vara dess avstand till V,. Valj
¢ € Vpsaatt |€ — (| = d(§). Da ger Taylors formel

0=p(¢) =p(§+(—¢) = Zp@ )*/al.

Detta visar att

O < 3 I ©)ld(e) fa. 17)
a#0

A andra sidan, om w &r vilken som helst enhetsvektor i C”, s& giller |z| > d(€) nérhelst z € C &r ett
nollstélle till p(§ + zw). Det medfor att

Ip(€ + zw)| < 2™[p(&)|

da |z| < d(§). Om detta kombineras med Cauchys olikhet for analytiska funktioner i flera variabler
leder det till uppskattningarna

P(©)]d(€)*!/al < 2™ p(€)).

Tillsammans med (17) visar detta att det finns en konstnt C,, sddan att

o)l /o
1< Z |p()| d&)l/al < Cpp, (18)

1<[a]<m

da ¢ ar tillrackligt stort for att sdkerstalla att p(§) # 0. Eftersom d(£) — oo da £ — oo bevisar detta
att

= > PO =0 dag—ooiR™ (19)
50

Genom att anvinda ett resultat fran [14] om beslutsmetoder i elementér algebra bevisade Horman-
der att (19) medfor att det finns positiva konstanter C' och ¢ sa att

r(€) <C+E)° (20)

for stora £. Jag ska illustrera hur denna uppskattning medfor implikationen fran (i) till (iv), och for
detta antar jag forst att

p(§) #0 for { eR", (21)
s att uppskattningen (20) géller 6verallt.

22



Definiera distributionen £ i R"™ genom

(u, E) = (2m)~" / (O)a(—€)de, ue CF(R™, (22)

R’)’L

dar ¢(&) = 1/p(€). Detta dr en fundamentallosning eftersom ¢ dr en begrénsad glatt funktion, och
(. p(D)E) = (p(~D)u, B) = (21) " [ ap()(-6) e
= 20" [ (=) d = u(0) = (u.5).

Om
B, = (i '2)°E,
sa galler
(. Ba) = (2m)" [ (=€) (€)de. (23)
Rn

For att uppskatta ¢(®) betraktar vi vektorrummen M), som genereras av funktionerna

f o 3
g p p p p

dar g ar en foljd av ldngd | av multiindex 3, sadan att |5,] > 1 och » |8,| = k. Man visar latt med
induktion over |af att 9% My C My |- Eftersom g € My visar detta att

¢\ € M. (24)

Om p ar av grad m och fg &r som ovan sa ar fg = 0 om k£ > ml. Om & andra sidan k& < ml, d.v.s.
[ >k/m, sa ér

5] < [a(©)Ir()",

och eftersom (&) ar en begrinsad funktion kan hogerledet uppskattas uppat med en konstant ganger
lg(&)]r(€)*/™. Nu ger (20) tillsammans med (24) upphov till uppskattningarna

14 ()] < Call + [g])~/m. (25)

Lat k € N. Om |af ér tillriickligt stort sa ér funktionen (14 |£])¥¢(®)(€) integrabel, och om || < k

sa ar
DEa(e) = (2n) " [ 9% () de
Rn

en kontinuerlig funktion. Med detta argument blir det uppenbart att E ar glatt utanfoér origo.

Hormander undviker problemet med reella nollstallen till p genom att &ndra integrationsvig i
Fouriers inversionsformel. Pa sa séitt far han en fundamentallésning dven da p har reella nollstéllen.
Om vi tar for givet att P har nagon fundamentalldsning kan vi resonera pa ett lite annorlunda sétt.
Vilj x € Cg°(R"™) sa att x =11 en 6ppen omgivning av Vj, N R™ och ersétt den tidigare definitionen
av E med

(w By = (20" [ (1= x(©a(e)a(-€)de. (26)
Rn

En latt modifiering av féregaende argument visar att F &r glatt utanfor origo och att PE = 6 — ¢, dér

o(x) = (2m)" / 9y () de
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ar en glatt funktion. Genom att ersétta £ med xy E, dér x € C§°(R") &r lika med 1 i en 6ppen omgivning
till origo och med litet stéd kan vi konstruera distributioner £ med godtyckligt smé stod kring origo
sd att PE —§ € C§°(R"™). Om u € D'(R™) och Pu € C*°(R™) sa maste u vara glatt eftersom

u=0*u=FEx(Pu)+ (6 — PE) *xu.

Genom att anvinda att stodet till E &r litet kan man resonera pa liknande sétt for att bevisa (iv). Nu
galler (v) eftersom varje fundamentallosning maste vara glatt utanfor origo.

For att bevisa att (i) medfor att P ér lokal anvinder man att p(® /p &r begréinsad i oéindligheten.
Detta foljer av (19) och medfor att de operatorer som avbildar v pa ple) (D)E v ar kontinuerliga pa
L?. Detta kan anviindas for att bevisa att p(® (D)u &r lokalt i L? nira en punkt y € Q om detta &r
sant for Pu, dar u € D'(Q). Speciellt galler

P(xu) = > (D*x)p'(D)u/al € L*(Q),

om u € Dom(Ppax) and x € C3°(€2). Detta bevisar att P &r lokal.

Om P ir hypoelliptisk foljer fran satsen om den slutna grafen att C*-topologin i rummet V = {u €
C*(Q); Pu = 0} inte beror pa k. Foljaktligen finns, om K &r en kompakt delméingd av ©, en annan
kompakt mangd K’, s& att

max |grad u(z)| < max lu(x)]

da v € V. Lat ¢ ga mot oéndligheten i nollstélleméngden for p i C". Da ar uc(z) = e™C) i V. och
genom att sétta in uc i ovanstéende olikhet finner vi att Im(() maste ga mot oéndligheten. Detta visar
att (ii) medfor (i), och med den kommentaren avslutar vi det skissartade beviset for satsen. O

Anmdrkning. Det faller sig naturligt att tro att alla fundamentalldsningar till hypoelliptiska operatorer
ar lokalt integrabla funktioner. Det var till exempel vad Marcel Riesz trodde, och han bad Hérmander
ge ett bevis. Som emeritus tog Hormander upp fragan igen och visade i [10] att fundamentallésningar
till hypoelliptiska operatorer i R™ inte behover vara lokalt integrabla om n > 14. Detta resultat innebéar
ett starkt stod for nédvandigheten av att anvénda distributioner i teorin for differentialoperatorer, d&ven
om det kom fram vid en tidpunkt da debatten om denna fraga néstan var 6éver och distributionsteorin
allméant accepterad.

Losbarhetsproblem och operatorer av principaltyp

I den sista delen av Hérmanders avhandling behandlas differentialoperatorer

P =p(z,D) = Z ao(z)D*

laf<m

med variabla koefficienter. Sadana operatorer &r mycket svarare att hantera &n de med konstanta
koefficienter, med undantag for elliptiska operatorer som kan behandlas med perturbationsmetoder.
Den naturliga klass for vilken man kan vénta sig nagra allméanna resultat ar klassen av operatorer av
principaltyp. Att P ar av principaltyp innebér att

Ocpun(,6) # 0 for € £0. (27)
Vi séger att P ar av reell principaltyp om dessutom
pm(z,§) € R. (28)

For enkelhetens skull antar vi fortsdttningsvis att P dr definierad i hela R™ och att koefficienterna &r
glatta dér.
Det ar praktiskt att gora foljande definition.
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Definition. Operatorn P &r 16sbar vid y om det finns en 6ppen omgivning w till y sa att PD/(w) D
C§°(w). Om det finns en omgivning w s att PL%(w) D L?(w) séiger vi att P #r L?-1osbar vid y.

Det &r uppenbart att L2-losbarhet medfor 16sbarhet. Med funktionalanalytiska argument kan man
bevisa foljande.

Sats 12. Ett nddvindigt och tillrickligt villkor for att P ska vara l6sbar vid y dr att det finns en dppen
omgivning w till y, ett icke-negativt heltal k och en konstant C sa att

(£l < ClfIP ol frv e C5°(w). (29)

Ett nodvindigt och tillrickligt villkor for att P ska vara L*-16sbar vid y dr att det finns en 6ppen méingd
w som ovan och en konstant C' sd att

(o)l < ClfI- 1Pl fr v e G (w). (30)
Naturligtvis skulle villkoret (30) kunna erséttas med villkoret att ||v|| < C||P*v|| da v € C§°(w).
Sats 13. P dr L?-ldsbar vid varje y om P dr av reell principaltyp.

Det hér resultatet ingar i Hormanders avhandling. I sjalva verket kunde han genom att anvinda
algebra for energiintegraler hérleda apriori-uppskattningen (30) under mycket svaga regularitetsforut-
sattningar pa koefficienterna i P*.

Vi ska skissera de viktigaste stegen som for till Sats 13. Lat B, vara det 6ppna klotet med radie
och medelpunkt i origo och sétt

P j :p%)(l‘, D) = [Xj>pm($>D)]v (31)
dér X; &r multiplikation med z;/i som tidigare.
Lemma 14. Antag att P dr av principaltyp. Om e dr tillrdckligt litet sa finns en konstant C sa att
n
lullyyey < C Y 1Pmgull,  w € C5o(Be). (32)
j=1

Beuvisskiss. Forutsattningen att P ar av principaltyp medfor att det finns en positiv konstant ¢ sé& att
n
>R, = clef 2.
j=1
Eftersom normen ||ul,, , dr ekvivalent med normen i L? av ||~ 14 (€) finns en konstant C s att

[ull ey < C D IPS(0, D)ull, u e CGo(R™).
j=1

Eftersom aq(z) gar mot a,(0) d& x gar mot 0, foljer att

13 (0, DYu — Py jull < e(&)ullyys u € CF°(Be),
dér ¢(e) gar mot 0 da € — 0. Dessa observationer ger lemmat. O

Lemma 15. Antag att P dr av reell principaltyp. Om e dr tillrickligt litet finns en konstant C' sd att

[ull < Cl[Pull, ue C5°(B:). (33)
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Beuvis. Betrakta operatorerna

Aj = X;(PyPm,j — P iPn), (34)
By = P}, ;X P + (P X;P)* = Py X P — P X Py
och
C_] == P:%j’jp’r’rh

dér Py, jj = [Xj, Pn,j]. Genom att utnyttja att [X;, Q" = [X;, Q"] da @ &r en differentialoperator ser
vi att

[Xja P:a] = P;L,j’ [Xj’ P:;m,j] = P;L,j,j7
och det ar 1att att kontrollera att
P;Ljpm,j = Aj + Bj + Cj. (35)

Eftersom py, ar reellt foljer att P7 Py, ; — P;, Py ér en differentialoperator av ordning 2m — 2.
Genom att kombinera detta med Lemma 4 kan man visa att det finns en konstant C sddan att

|(Aju,u)| < Cellul? ue CP(B.),0<e< 1. (36)

m—1’
Vi har ocksa uppskattningen
|(Bju, u)| < 2| X;Bpul - || B jull < Cellull, || Prull.
Eftersom det ocksé finns en konstant C' saddan att
[P < [[Pull + Cllull,
far vi (med ett annat C') uppskattningen
|(Bju, u)| < Ce(|Pull® + [[ull;, ), u€ CG*(Be), 0<e<L. (37)

En anvéndning av Lemma 4 visar att det finns en konstant C' sa att ||ul|,,_, < Ce||ul|,,_;. Detta leder
till uppskattningen

(Cpu,w) < Ce([Pull® + flul,_), we CF(B:), 0 << L. (38)
Nu foljer av (35)—(38) att

1P jull? < Ce( Pull® + [lully,—y),  w€ CF(B:), 0 <e< 1. (39)
Lemmat foljer sedan genom summation 6ver j och anvandning av Lemma 14. O

Bewis for Sats 13. Det innebér ingen inskrdnkning att anta att y = 0. D& foljer satsen av féregaende
lemma, tillampat pa P*, tillsammans med andra delen av Sats 12. ]

Situationen blir mycket mer komplicerad da p,, inte &r reellvird och mycket viktigt arbete om
linedra differentialoperatorer (och senare om pseudodifferentialoperatorer) kom att koncentreras pa
l6sbarhetsproblem foér operatorer med icke-reella principalsymboler. En utgangspunkt fér detta intresse
kan vara differentialekvationen

—iDlu + Dgu - 2(1‘1 + ixz)Dgu = f (40)

till vilken Hans Lewy [11] ar 1957 konstruerade en glatt funktion f, sddan att det inte finns nagon
distributionslésning i nagon icke-tom 6ppen delmingd av R®. Hérmander hirledde ar 1960 (se [5])
ett viktigt nédvandigt villkor for att ekvationen Pu = f ska vara losbar vid en punkt y. Han inférde
funktionen

Gy, &) =i Y (P78 (,€) = D) (2, )p(s) @, )). (41)

1<j<n

dar pU) = O¢; P, p(j) = Oz;p, och bevisade féljande:
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Sats 16. Om P dr losbar vid y € R™ och py(y,n) = 0 sd dr Cy(y,n) = 0.

For att ge ldsaren en uppfattning om beviset ger vi ett enkelt exempel pa en férsta ordningens
operator av principaltyp som inte ar 16sbar vid origo och sedan ska vi diskutera losbarhet for andra
ordningens operatorer for att presentera ytterligare idéer som kommer till anvindning i samband med
detta slags problem. Vi hénvisar till kapitel VI i [6] for fullstdndiga bevis.

Ezxempel. Lat
P = p(l‘, D) =D+ (le — 1)D2 (42)

i R?. Detta ér en forsta ordningens differentialoperator av principaltyp, och Cp(x,&) = 2&. Lat n =
(1,1). Nu &r p1(0,17) = 0 medan C,(0,n7) = 2 # 0. Vi observerar att P* = Dy — (1 + iz1) D3, och att
principalsymbolen pj(z,§) till P* ar lika med & — (1 + iz1)&2. Definiera

o(z) =21 + x2 +z(x% + z129 +x%/2) — a:if/Q - x%x2/2 — ix%/& (43)

Man kontrollerar 1att att
pilz, ¢'(z)) =0, (44)
och pa grund av den speciella formen for P &ar det ocksé sant att

P*(e?®)) = 0 (45)

da A € R. Vi ska villja A stort och positivt. Eftersom den kvadratiska formen z3 + z12? + 23/2 ir
positivt definit, finns positiva konstanter ¢ och g med gy < 1 sa att

Im(p(x)) > clzf? (46)

da |z| < go. Lat k € N. Vi ska visa att uppskattningen (29) inte kan gélla da w = B. och 0 < € < &.
Lat 0 < x € C§°(B:) satisfiera x(x) = 11 B,y och vilj

v(x) = vA(z) = x(2)e™"), f(2) = fi(z) = o),
dar A &r stort och positivt. Da galler
|(f,U)| _ /X2(l,)e—2>\(x%+x1$2+x§/2—:v‘11/8) de > / e—4>\|x|2 dz.
lz|<e/2

Av detta foljer latt uppskattningen
[(f,0) = /A A=1, (47)

sedan ¢ har bytts ut mot en mindre positiv konstant. Om |z| < & kan vi uppskatta [0%e*#(®)| uppifran
med en positiv konstant ganger Al och om £/2 < |z| < e kan vi uppskatta samma funktion uppifran
med en positiv konstant ganger A=V, déir N kan vara ett hur stort positivt heltal som helst. Eftersom

P*o(z) = (P*x(x))e ),
dar P*x(z) = 0 da |z| < /2, maste uppskattningen
1711, < CAF, 1P* 0], < OXTEF2, a1, (48)

gilla for nagon konstant C. Da avtar || f||, || P*v||, som A~2 d& A gar mot oéindligheten, och tillsammans
med (47) motséger detta uppskattningen (29). Vi har alltsa bevisat att P inte ar l6sbar vid origo.
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Beuvisskiss for Sats 16 da m = 2. Viska bara ge en antydan om beviset. Vi antar att Q = P* bara har
termer av ordning tva, sa att Q = ¢(x, D) = qa(z, D). Aterigen betraktar vi lésbarhet vid 0. Antag att
Cp(0,m) # 0, p(0,m) = 0, och att uppskattningen (29) géller i B for nagot € > 0. Vi ska visa att detta
leder till en motségelse. Eftersom C), &r udda i variabeln ¢ kan vi anta att C,(0,7) > 0. Om

2= (qy(0,m),- - 4y (0,m)), w = (¢'V(0,n)...,q"(0,n)),

betyder detta att Im(z,w) < 0. Det &r en enkel 6vning i lineér algebra att bevisa att det finns reella
symmetriska n x n-matriseer S och T', med T positivt definit, sa att z + (S +iT)w = 0%. Eftersom

Q(xv n + 6) = <IL’, Z> + <§7 w) mod O2a
déar Oy ar rummet av funktioner med nollstélle av minst ordning & i origo, ser vi att
61(90’90;:(50)) € Oy,

déar p(z) = (x,n) + ((S+1iT)x,x)/2. Har kan ¢ modifieras med termer av ordning 3 eller hogre for att
uppna att

p(z, ¢y(2)) € O, (49)
dér N ar stort, och det finns en positiv konstant ¢ sa att
Im(p(z)) > clz|* (50)

i B. om € ar tillrackligt litet. Detta var vasentligen sa mycket som vi behévde i exemplet dér P &r
ett vektorfilt, men i foreliggande fall r det inte lingre sant att Q(e**¥) = 0, och vi maste vilja en
amplitudfunktion A(z) = Ay(z) framfor €¥(*) med omsorg. Om F) ér den operator som avbildar en
funktion A pa

e*)“P(x)q(a:, D) (A(x)ei/\“"(z)),
finner man att

(FaA)(x) = Mgz, 9, (2)) A(z) + ALA(2) + QA(w), (51)

dar .
L= Zq(j)(xvsogﬁ(x))Dj + qo(z),
=1

och go(z) = iq(z, D)p(x). Man kan finna ett polynom ag sa att Lag € O, ap(0) = 1, och &ven vélja
polynom a; rekursivt for j > 1 sa att La; + Qaj—1 € On, a;(0) =0da j > 0. Om

A= )" Aa
0<j<N
foljer att
(FAA) ()] < O A (|2 + A7)
da A > 1 och x € B.. Harur far man efter en del rdknande uppskattningen

1P*on) 1y = 1Qually, < CAMFEN2,

dir v(z) = x(z)A(z)e??®), och x har samma egenskaper som i exemplet. Om f(z) = v(z) s& &r
(f,v) = ||lv||* nedat begriansad av en positiv konstant ganger A~"/2, vilket féljer av liknande argument
som dem som anvéndes i exemplet. Eftersom ||v||, || P*v||, avtar mycket snabbare i A om N é&r tillrackligt
stort far vi en motségelse. O

Anmdrkning. Villkoret att C), = 0 i nollstallena till p ar ett nédvéndigt villkor for 16sbarhet som kan
ersittas med ett mycket starkare villkor som maéaste formuleras inom ramen fér hamiltonsk mekanik (se
kapitel 26 i [9]). Mycket av Hérmanders senare arbete om differential- och pseudodifferentialoperatorer
vilade pa betraktelser i symplektisk geometri. Detta géller speciellt hans kalkyl fér Fourierintegralope-
ratorer [7] och Weylkalkyl for pseudodifferentialoperatorer [8]. Funktionen C}, som kommer in har en
naturlig tolkning som en Poissonklammer.

8Genom att om nédvindigt byta ut z,w mot iz, iw kan man anta att Re(w) # 0, och sedan kan man vilja en reell
symmetrisk matris So, sddan att zop = z + Sow &r rent imaginér. Sedan 16ser man problemet for zq i stéllet.
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Hormanders L?-uppskattningar for 9 -ekvationen

Bo Berndtsson

19 maj 2013

Aven om Lars Hérmanders arbeten om 0 -ekvationen kan sigas ligga lite vid sidan av hans huvudintressen,
sa hor de till hans allra mest inflytelserika bidrag till matematiken. Huvudartikeln hir #r ”L2-estimates and
existence theorems for the 9-operator” i Acta Mathematica 1965. Jag skall borja med att forsoka beskriva vad
jag sjalv uppfattar som det viktigaste resultatet i den artikeln. Direfter skall jag siga nagot om vilken betydelse
Hormanders arbete har fatt i komplex analys och i komplex algebraisk geometri och samtidigt sdga nagot om
dess historiska rotter.

Vad #r di O -ekvationen ? Lat oss borja med det allra enklaste fallet, en komplex variabel z = = + iy. 0
-operatorn #r da den partiella differentialoperatorn

o 10 .0,
0z 20x oy’

Betydelsen hos den hir operatorn ligger i att en funktion A(z) dr holomorf om och endast om den 16ser den

homogena O-ekvationen
oh

0z
(Den komplexanalytiskt oskyldige kan 6versitta ekvationen till den vanliga formuleringen av Cauchy-Riemanns
ekvationer genom att dela upp A = u + tv i real- och imaginérdel.) Den klassiska komplexa analysen i en vari-
abel bestar alltsa av ett studium av 16sningar till den ekvationen. Detta gor att det ocksa blir av stort intresse att
studera motsvarande inhomogena ekvation

0.

ou

a9z (1)
Exempelvis kan holomorfa funktioner med bestimda eller 6nskade egenskaper ofta konstrueras genom att man
forst bildar en glatt (ickeholomorf) funktion med egenskapen i fraga, och sedan “korrigerar” den genom att
lagga till en lamplig 16sning till (1). Redan detta synsitt introducerades formodligen med Hormanders artikel, i
alla hindelser kommer en mycket stor del av idéns popularitet ddrifran. Klassiska ldrobocker i komplex analys
betonade istillet serieframstillning och produktformler som metoder att konstruera holomorfa funktioner, och
dven det faktum att den fullstdndiga varianten av Cauchys integralformel innehéller en term som ger en explicit
16sning till (1) spelar en ganska undanskymd roll. Som Hormander sjélv skriver i introduktionen till sin bok
”An introduction to Complex Analysis in several variables” , dr denna formel “unfortunately missing in many
elementary texts”.

For att skriva ned O-ekvationen i flera variabler #r det praktiskt att anviinda formalismen med differential-

former. Vi skriver da

= ou ,_
ou = ﬁdz,

- ou
ou := Z a—gjdzj,

J

1 en variabel och sedan

i flera variabler. Den homogena ekvation Ou = 0 har som 16sningar holomorfa funktioner av flera variabler och
den inhomogena ekvationen kan skrivas kort

ou = f (2)
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dir f =" f;dz; ar en differentialform (av bigrad (0,1)). Detta leder ocksa till en analog ekvation for former
av hogre grad, men jag skall enbart halla mig till fallet nér 16sningen #r en form av grad noll, dvs en funktion.
L4t oss bara notera att for att ekvationen (2) skall vara 16sbar sa krivs att kompatibilitetsvillkoret 9 f = 0, dvs
0f;/0z, = O fi/0%;, ar uppfyllt.

For att formulera Hormanders sats behover vi ytterligare tva begrepp. En reellvird funktion ¢ definierad pa
ett omrade i C™ dr plurisubharmonisk om dess restriktion till varje komplex linje &r subharmonisk som funktion
av en komplex variabel. Noga taget krivs det ocksa att ¢ skall vara uppat halvkontinuerlig, men for 6gonblicket
skall vi till och med anta att ¢ ir glatt. Vi sidger sedan att ett omrade i C™ dr pseudokonvext om det finns en
plurisubharmonisk funktion definierad diar som gar mot odndligheten nér vi ndrmar oss randen. Som ordet anty-
der skall vi tidnka oss pseudokonvexitet, och dven plurisubharmonicitet, som en sorts komplex motsvarighet till
konvexitet. Varje omrade som #r konvext i vanlig mening &r ocksa pseudokonvext, men begreppet &r betydligt
mer allmént dn sa. T ex sa dr varje omrade i C pseudokonvext, precis som varje omrade i R dr konvext. En glatt
funktion ¢ dr (strikt) plurisubharmonisk precis da matrisen

0%¢
(¢]k) T <aZjaZk>
ar (strikt) positivt definit verallt.

Vi kan nu skriva ned en ganska allmén variant av Hormanders stora sats.

Sats 1 Lat f = ) fjdZ; vara en differentialform som uppfyller of =0i det pseudokonvexa omradet Q. Ldt ¢
vara (strikt) plurisubharmonisk i S). Da finns en losning u till ekvationen Ou = f som uppfyller

/Q ufe™? < /Q > & fifre?, 3)

dir (¢7%) dr transponatet av inversen till (¢;z).

Observera att i en variabel sa sdger olikheten (3) att

/‘ |2 —¢ < |f|
Aqﬁ ’
om vi later 52
¢
Ad =
¢ 0207

vara den komplexa Laplacen av ¢. Har giller alltsa satsen for vilket omrade som helst i C och for vilken (strikt)
subharmonisk viktfunktion som helst. Det &r virt att understryka att ven detta enklaste fall for t ex €2 lika med
enhetskivan bevisades forsta gangen i Hormanders arbete!

Inte desto mindre &r satsen enormt anvindbar. Exempelvis sa ger den ganska direkt enkla bevis for grund-
laggande resultat som Mittag-Leffler sats och Runges approximationssats genom att man konstruerar lampliga
subharmoniska funktioner, vilket 4r betydligt enklare &n att kontruera holomorfa funktioner direkt. Poidngen &r
att den metoden kan utvidgas till flera variabler pa ett helt analogt sitt. Detta ger ett nytt och kraftfullt alternativ
till de klassiska metoderna att bevisa t ex Oka-Weils approximationssats (Runge i flera variabler) och ocksa
mycket mer precisa resultat. Jag citerar en artikel av F Nazarov om Bourgain-Milmans sats som ocksa anvin-
der denna filosofi, kopplad med Hormanders sats, for ett problem i konvex geometri: "This amazing theorem
has become the main tool for constructing analytic functions in C™ with good growth/decay estimates. It has
essentially wiped out all previous ad hoc procedures based on power series, Cauchy integrals and such”.

En annan poidng ir att nér satsen vil &dr bevisad for glatta plurisubharmoniska funktioner foljer liknade
resultat for allmédnna plurisubharmoniska funktioner 14tt med approximation, eftersom konstanten i uppskatt-
ningen (=1!) #r uniform. Man kan t ex vilja ¢ sa att e~? inte blir lokalt integrerbar i nirheten av vissa punkter.
Hogerledet i uppskattningen (man fér ersitta (¢;;) med en undre begrinsning till den matrisen) kan éndé vara
andligt om f foérsvinner pa miangden av singulariteter dér vikten inte &r lokalt integrerbar. Man féar da en 16sning
som ocksd maste forsvinna pa den singuldra mingden. Denna idé kommer ursprungligen fran Bombieri, som
anvinde den for att visa en sats i algebraisk talteori.
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Bombieris idé visade sedan vigen till vidare tillimpningar i algebraisk eller analytisk geometri. 9-operatorn
har mening dven pa komplexa mangfalder och spelar en viktig roll i Hodgeteori. Det visar sig att varianter av
Hormanders sats giller dven pa komplexa mangfalder, dér vi istéllet for funktioner tittar pa sektioner till en
holomorf linjebunt. Motsvarigheten till den plurisubharmoniska vikten dr en metrik med positiv krokning pa
linjebunten. I sjdlva verket upptidcktes en svagare variant av Hormanders sats for ”positiva linjebuntar” 6ver
kompakta mangfalder redan 1954 av Kodaira. Det Kodaira hade visat var ekvivalent med en sats om ldsbarhet
av O-ekvationen, men Kodaira formulerade inte detta explicit och hans arbete saknar ocksi den fundamentala
uppskattningen av 16sningen. En huvudanvidndning av Kodairas sats var hans karaktérisering av vilka kompakta
mangfalder som gar att bidda in i projektiva rummet, och beviset av den satsen leder just till ett O-problem dir
man vill f& en 16sning som forsvinner i en given punkt. Kodaira gick runt det problemet genom att studera en
ny linjebunt 6ver en uppblasning av mangfalden. Med Hormanders uppskattningar och Bombieris trick far man
direkt en 16sning.

Utvecklingen av dessa idéer har sedan fortsatt och visar inga tecken pa att mattas av, med viktiga bidrag
av t ex Siu, Demailly, Skoda och Ohsawa. Ett sent bidrag hir &dr Sius bevis for deformationsinvariansen av
plurigenera, som spelat en viktig roll i fullbordandet av det s k minimala modell programmet.

I Hormanders sats mots flera olika matematiska teman. Hormanders egen utgangspunkt kom sikert fran
partiella differentialekvationer och han understryker att en motivering for inforandet av viktfuktionerna kom
fran Carlemans arbeten om entydighet for hyperboliska problem. Samtidigt svarar de plurisubharmoniska vikt-
funktionerna mycket vil mot positivt krokta metriker pa linjebuntar, och Hérmanders metod har ddrigenom
blivit grundldggande och stilbildande for analytiska tekniker i algebraisk geometri. Ett tredje tema dr de re-
ella motsvarigheterna till Hormanders uppskattningar som spelar en stor roll i konvex analys. Detta dr de s k
Brascamp-Lieb olikheterna som upptidcktes senare dn de mer komplicerade komplexa uppskattningarna. En
fjarde viktig trend dr de mycket subtila resultaten for randregularitet i samband med 9-problemet. For speciellt
det sista amnet, men ocksa mycket annat, hianvisar jag till Hormanders egen personligt firgade och mycket
underhéllande A history of existence theorems for the Cauchy-Riemann complex in L2- spaces”, JGEA 13
(2003).

Bo Berndtsson dr professor i matematik vid Chalmers tekniska hogskola

Lars Hérmander mottar Wolf-priset fran Israels president
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Lars Hormander och den mikrolokala analysen

Johannes Sjostrand*
Institut de Mathématiques de Bourgogne, Université de Bourgogne
9 avenue Alain Savary - BP 47870
21078 Dijon cedex
johannes.sjostrand@u-bourgogne.fr
och UMR 5584 du CNRS

1 Introduktion

Min forsta kontakt med Lars maste ha varit pa hosten 1967 eller tidigt pa varen 1968 nér jag bad om ett
amne till en avhandling. Han hade da atervant fran Princeton och var forstas redan en varldsberéomd
matematiker, sa det var med en viss bavan fran min sida, men vi elever blev val omhandertagna och
det var nog forst senare som jag borjade inse hela hans storhet.

Vid den tidpunkten var Lars i full gang med att utveckla pseudodifferentialoperatorer och sedan
Fourierintegraloperatorer och att sétta sin pragel pa denna teori som senare (genom M. Sato, M. Kawai
och M. Kashiwara) kom att kallas for mikrolokal analys. Denna korta text &r langt ifran fullstandig
och det blev naturligt att framfor allt behandla bidrag av Lars som spelat en roll for mitt eget arbete.

Kanske kan man se det som ett misstag av historien att den mikrolokala analysen inte blev
utvecklad redan i samband med kvantmekaniken, for den ar sa intimt forknippad med grundldggande
kvantmekaniska begrepp som osékerhetsrelationen och spridning av vagpaket. Den s.k. BKW- (eller
JBKW-) metoden for konstruktion av asymptotiska losningar till (partiella) differentialekvationer kom
f. 6. att spela en viktig roll. Forklaringen ar nog att distributionsteorin &nnu inte fanns, och att kvant-
mekanikens impulser forst maste stimulera till andra matematiska utvecklingar.

Det blev istéllet inom de partiella differentialekvationerna som den féddes (omkring 1965) bl.a.
med en artikel av J.J. Kohn och L. Nirenberg om pseudodifferentialoperatorer. André och Julianne
Unterberger hade vid ungefar samma tid skrivit ett par CRAS-noter och Caldéron-Zygmunds singuléra
integraloperatorer bildade en viktig bas.

Bland Lars egna arbeten som forebadar den mikrolokala analysen kan man ndmna hans tva ar-
beten i Math. Ann. om lokal 16sbarhet for differentialoperatorer med variabla koefficienter (med Hans
Lewys berémda motexempel som inspirationskélla). For att bevisa nédvéndigheten av ett villkor
(ndmligen att Poissonklammern mellan principalsymbolen och dess konjugat &r noll pa den karak-
teristiska méangden) konstruerar Lars asymptotiska nollosningar f6r den adjungerade operatorn, som
han sedan kombinerar pa ett elegant och skolbildande sitt med satsen om den slutna grafen. Denna
konstruktionen anvinder BKW-metoden med komplex fas som senare spelat en stor roll for Fourier-
integraloperatorerna.

2 Pseudodifferentialoperatorer.

En pseudodifferentialoperator (som vi skall férkorta som ”"pop”) &r en operator A : C§°(Q) — C>(Q),
dar Q C R"™ ar 6ppen, av formen

Au(x) = // @90z, 0)u(y)dyds. (2.1)

*med ett stort tack till Per-Anders Ivert for hans noggranna spakliga granskning av texten. Aterstaende fel och brister
far jag svara for.
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I Kohn-Nirenbergs version har symbolen a en asymptotisk utveckling i termer som ar positivt ho-
mogena i # av en grad som gar mot minus odndligheten. Néar a ar ett polynom i 6 far vi en differen-
tialoperator. Kohn och Nirenberg visade att denna klass vasentligen ar sluten under sammanséattning
och andra operationer, samt att operatorer av ordning noll #r L2-kontinuerliga, vilket medfér att man
kan arbeta med L?-baserade Sobolevrum. Teorin kom snabbt till anvindning for elliptiska ekvationer
eftersom (approximativa) inverser till elliptiska differentialoperatorer dr pop:er och spelar en viktig
roll i Atiyah-Singers index-sats.

Lars tog snabbt upp a&mnet, och visade i ett av sina férsta arbeten att om man utvidgar symbolk-
lasserna nagot sa far man nya resultat om subellipticitet, i ett annat arbete inférde han fasrumslokalis-
eringar med partitioner av enheten som bestod av pop:er och uppnadde tillimpningar till degenererade
randvardesproblem och speciellt det sneda Neumann-problemet.

I manga arbeten anvéandes tidigt pop:er som avskérningsfunktioner analogt med vanliga avskarningar
nir man behandlar singulariteter hos distributioner!. I Hérmanders enkla och eleganta teori (fran ca
1970 tror jag) infordes vagfrontsméangder for distributioner och allménna operatorer. Dessa méngder
kan antingen definieras i analogi med det singuléra stodet, med pop:er i stéillet for glatta avskarnings-
funktioner, eller genom direkt studium av det snabba avtagandet i vissa riktningar av trunkerade
Fourier-transformer. Ett liknande begrepp inom ramen for analytiska funktioner och deras duala
objekt, hyperfunktioner, hade inférts nagot tidigare av M. Sato och har gav sedan Lars en variant.

Pa detta sitt, om wu &r en godtycklig distribution, sa far vi en sluten konisk delméngd WF (u) av
kotangentrummet minus nollsektionen, som beskriver inte bara det singuléra stodet (via projektionen)
utan dven frekvenserna som ingar i singulariteterna. En enkel sats (praktiskt taget sjélva definitionen)
ar att om Au dr glatt sa &r WF (u) innehallen i den karakteristiska mangden (dvs riktningarna i fasrum-
met dir A ej ar elliptisk). Lars gick sedan vidare och visade att for operatorer av reell principaltyp
(med vagoperatorn som ett viktigt exempel) géller att om u &r en 16sning till (pseudo)differential-
ekvationen P(z, Dy)u = v med v glatt, sa ar W F(u) invariant under det bikarakteristiska flodet till
principalsymbolen? Detta resultat fran ca 1971 (i ett arbete i L’enseignement mathématique) har gett
upphov till en enorm aktivitet ddr man (ofta med framgang) studerat spridning av singulariteter for
andra klasser av operatorer, t ex med multipla karakteristiker, for randvérdesproblem (diffraktion och
reflektion) och t.o.m. for ickelineéra problem.

Pseudodifferentialoperatorer, ofta i kombination med Fourierintegraloperatorer, har blivit ett stan-
dardverktyg for studiet av subellipticitet, lokal 16sbarhet, spektralteori och matematisk fysik, I ar-
beten fran ca 1973-76 inforde R. Beals och C. Fefferman nya exotiska klasser av pop:er, pressade till
osiikerhetsrelationens grins och anvénde dom for att bevisa tillrdckligheten for det s.k. villkoret (P)
for lokal 1osbarhet for partiella differentialekvationer. Detta blev en viktig ny stimulans och Lars svar
drojde bara nagra ar och tog formen av &nnu allminnare klasser med mycket tillfredsstéllande ge-
ometriska villkor och med systematiskt anviandande av Weyl-kvantiseringen (dér man ersétter a(x,0)
med a((z+y)/2,0)1(2.1)), vilket ofta ar béttre &n den vanliga, speciellt i granssituationer med behov
av maximal skérpa.

Hormanders Weylkalkyl har nu blivit ett viktigt redskap. Lars sjélv har anvént den i sin mycket
utforliga studie av subelliptiska operatorer av principaltyp och spridning av singulariteter som kom-
pletterar och fortsitter resultat bl. a. av Yu. Egorov. I Nils Denckers bevis (2006) for tillracklighetetn
av villkoret (Psi) for lokal losbarhet for pop:er ar den en viktig ingrediens.

T en tidig version av min avhandling gjorde jag det vilket rickte for mina praktiska behov men kunde sedan omfor-
mulera allt med vagfrontsméngder.

20m P = 2 jal<m @a(2) Dy med aq(z) glatta, Dy = (i710/0x1, ..., 10/0xy), a = (a1, ...,an), |a| = ||lafla, DE =
Dg}...Dg, sé ges principalsymbolen av p(z,§) = 3|, |_,, @a(2)" och det bikarakteristiska flodet i p~(0) &r flodet som
ges av Hamiltonfaltet H, = p'g -0/0x — p,, - 0/9¢. Reell principal typ betyder grosso modo att p ér reell och dp # 0 i alla
reella punkter dar & # 0.
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3 Fourierintegraloperatorer

Dessa operatorer uppkommer naturligt i samband med BKW-metoden som spelar en viktig roll i
kvantmekaniska sammanhang och som kan sparas &nnu langre tillbaka i tiden. Ett viktigt steg mot den
moderna teorin togs av Peter Lax som konstruerade asymptotiska l6sningar till strangt hyperboliska
problem (Duke Math. J. 1957) med hjélp av en BKW-metod. I sitt arbete i Acta Math. 1968, studerar
Lars spektralfunktionen for positiva elliptiska sjdlvadjungerade pop:er pa kompakta mangfalder av
godtycklig positiv ordning m. Enligt R. Seeley dr den m:te roten av en sadan operator en pop @ av
ordning 1. Lars studerar den unitdra gruppen exp(—itQ@) for sma reella tider och approximerar den
med en Fourierintegraloperator (férkortning fop nedan) som har den allménna formen

Au(x) = // @9 o (x, y, O)u(y)dydo (3.1)

Han kan da studera sparet tr (exp(—it@)) och anvdnda en Taubersats for att fa en asymptotisk formel
da A — +oo for spektralfunktionen, som definieras som inskrankningen till diagonalen av (distribu-
tions)kdrnan till projektionen svarande mot spektrumet i intervallet | — oo, A]. Integration av detta
resultat ger som korollarium Weyls lag for antalet egenvirden < A med en restterm som i allménhet
ar optimal, vilket var ett nytt resultat for allménna m.

Nagot tidigare hade Maslov skrivit sin bok ” Perturbation theory and asymptotic methods” som &r
svarldst men som innehaller mycket viktiga idéer om hur man kan ”kvantisera” objekt (med hjilp av
en s.k. kanonisk operator) fran den symplektiska geometrin. Yu. Egorov hade anvant dessa idéer for
sin berémda sats om hur man mikrolokalt kan transformera en pop genom konjugering med fop:er sa
att symbolen for den nya pop:en fas fran den av den gamla m.hj.a. sammanséttning med en kanonisk
transformation. Lars (Acta Math. 1971) tog upp dessa idéer och utvecklade en global teori for fop:er,
som mikrolokalt (i vagfrontsmening, d.v.s. med pseudodifferentiella avskdrningar) ges av (3.1): Till
varje sluten konisk Lagrangemangfald i kotangentrummet (”minus” nollsektionen) till en mangfald X
kan man tillordna en klass av Fourierintegral- (eller Lagrange-) distributioner. Néar man ersdtter X
med en produkt X x Y far man klasser av fop:er som nu &r tillordnade en kanonisk relation (med en
kanonisk transform som specialfall).

Tack vare denna globala teori kan man fa ett fastare grepp om exp(—it@) ovan &ven for stora
tider (dock inte likformigt nér ¢ — oo vilket ar ett fascinerande problem) och det drdjde inte linge
forrdn J. Chazarain och J.J. Duistermaat—V. Guillemin, sedan A. Weinstein, Y. Colin de Verdiére och
manga andra kunde anvéanda den for att fa mer precis information om vad som doljer sig i resttermen
i Weyl-asymptotiken under lampliga forutsattningar om den klassiska dynamiken.

4 Nagra mer kommentarer

Under borjan av 80:talet skrev Lars sina fyra volymer om analysen av linjara partiella differentialek-
vationer, som nu ar en huvudreferens till hela omradet. Darefter diversifierades hans arbeten mycket;
ickelineéra hyperboliska problem, ekvationer med konstanta koeffienter i samband med komplex analys
och mycket mer.

Kanske ar mikrolokal analys numera bara en av flera metoder som man skall ha i sin ”bag of tricks”
(enligt Louis Nirenbergs terminologi). Omradet har breddats och utvecklats. For randvardesproblem
har det t.ex. uppfunnits en stor méngd (ofta narbesldktade) maskinerier med arbeten av L. Boutet de
Monvel, G. Eskin, G. Grubb, R. Melrose, B.W. Schulze och manga andra. Varje tes har sin antites
och kanske det &r vért att ndmna V. Ivrii (ca 1980) som vésentligen bevisade en formodan av H. Weyl
om spektralasymptotik med tva termer for klassiska randvardesproblem. Hans ytterst remarkabla
skalningsmetod gjorde att man kunde undvika tunga maskinerier. Mikrolokal analys spelar ocksa en
viktig roll for ickelinedra ekvationer bl.a. genom J.M. Bonys paradifferentialoperatorer.

Lat mig till sist ndmna nagra ytterligare resultat och idéer av Lars som varit viktiga for mitt eget
arbete.
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e Hans metod for behandling av 0-ekvationerna. Hans bok om detta fr min definitiva favorit bland
alla hans bocker. Jag tror mig veta att denna metod har revolutionerat studiet av holomorfa
funktioner av flera komplexa variabler. Enligt min erfarenhet fran partiella differentialekvationer
och mikrolokal analys dr den viktig ocksa darfor att den kan anvéndas direkt, ofta utan andra
komplex-analytiska maskinerier.

e Under de senaste 15 aren har vi bevittnat ett fornyat intresse for icke-sjalvadjungerade operatorer
och deras spektralteori. Ett viktigt fenomen hér ar spektralinstabilitet, som bl.a. tar sig utryck
i att resolventen kan vara stor utanfor en liten omgivning till spektrumet. I specialfallet med
icke-sjalvadjungerade Schrodingeroperatorer i en dimension pavisade Brian Davies detta genom
en konstruktion av kvasimoder (d.v.s. approximativa egenfunktioner). M. Zworki observerade
snabbt att det ar ett specialfall av Lars konstruktioner i Math Annalen 1960 och Davies resultat
kunde sedan latt generaliseras till hogre dimensioner och allménnare situationer.

e En annan personlig favorit &r Hérmanders inférande av nastan-analytiska utvidgningar av glatta
funktioner i samband med hyperboliska operatorer med glatta men icke-analytiska koefficienter.
Detta gjordes i ett preprint fran ca 1968 (som jag har nagonstans i mina kartonger som aldrig
blev uppackade efter nagon av mina flyttningar). Av nagon anledning ville Lars inte publicera
detta arbete, men jag tyckte att det var oerhort elegant och stimulerande. Bl a sa kunde han
dér utfora parametrix-konstruktioner som vanligtvis kraver analyticitet, och om jag minns ratt
forekommer termen ”Fourier integral operator” i sjilva titeln. Detta begrepp har anvants av
L. Nirenberg for att bevisa Malgranges preparationssats samt av Dynkin. Har sjidlv anvant det
i olika arbeten bl. a. med Anders Melin och med Bernard Helffer.

Manga stjdirnmatematiker imponerar med en hog produktion av tekniskt svara och ofta djupa
arbeten. Det gjorde Lars ocksa, men han bidrog med mycket mer, dels genom sin enastaende formaga
att dra ut det vasentliga i andras arbeten och darmed komma fram till enkla, definitiva och anvandbara
resultat, och dels genom vasentligt nya och skolbildande idéer och metoder. Hans texter karakteriseras
av en fullindning som man inte alltid inser direkt utan forst nar man kommer tillbaka till dem efter
nagon tid.

Att fa ha varit hans elev &ar ett stort privilegium. Att ha fatt diskutera matematik med honom
och se och beundra hans lekfulla sétt att 16sa problem eller foresla 16sningar, var for mig som student
en grundlaggande upplevelse och kontakt med levande matematik.

Johannes Sjéstrand dr professor i matematik vid Université de Bourgogne, Dijon, Frankrike

Lars Hormander som student
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

Svenska matematikersamfundets arsmote

Fredag 31 maj kl 17.10
i sal D2, Lindstedtsvagen 5, entréplan,

Kungliga Tekniska Hogskolan.

. Motets oppnande.

Val av motesordférande och motessekreterare

. Val av tvd justeringspersoner

. Faststillande av dagordning

Framlidggande av styrelseberittelse, balansriakning och revisionsberittelse

Fragan om beviljande av styrelsens ansvarsfrihet

. Val av styrelse for verksamhetséret 2013/2014

Val av lokalombud for verksamhetsaret 2013/2014

. Val av tva revisorer och tva revisorssuppleanter for verksamhetséret 2013/2014

Val av tavlingskommitté for verksamhetsaret 2013/2014

Val av valberedning for verksamhetsaret 2013/2014

Diskussion om Code of Practice

se: http://www.euro-math-soc.eu/files/COP-approved.pdf

Diskussion om fonderna

Ovriga fragor

Motets avslutande.

37



Svenska matematikersamfundets arsmote

i Stockholm 31 maj 2013

Svenska matematikersamfundets drsmote dger rum
Fredag 31 maj 13.15 i sal D2, Lindstedtsvagen 5, entréplan,
Kungliga tekniska hogskolan.

Rekommenderat hotell: Hotell Oden, Karlbergsvigen 24. Uppge bokningsnummer 346630 vid bokning.

Program

13.15 Vilkomna

13.20-14.10 Andreas Rosén (LinkOpings universitet och Goteborgs universitet):
Multivectors: A 19th century creation still not appreciated?

14.20-15.05 Per Salberger (Chalmers tekniska hogskola och Goteborgs universitet):
Presentation av drets Abelpristagare Pierre Deligne

15.05-15.30 Kaffe och smorgés

15.30-16.15 Alexander Berglund (Stockholms universitet):
Automorphisms of high dimensional manifolds and free groups

16.25-17.05 Mats Andersson (Chalmers tekniska hogskola och Goteborgs universitet):
Presentation av drets Wallenbergpristagare Hdakan Samuelsson Kalm och Elizabeth Wulcan

17.05-17.10 Utdelning av arets Wallenbergpris
17.10 Arsmote

ca 18.30 Gemensam middag pa restaurang.
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Svenska matematikersamfundets styrelseberittelse
verksamhetsaret 12/13

Samfundet har 392 individuella medlemmar, varav 330 &r stindiga medlemmar; sedan tillkommer 17 institutionella
medlemmar. Styrelsen har for ndrvarande f6ljande sammansattning:

Mats Andersson, ordférande

Pir Kurlberg, vice ordforande

Elizabeth Wulcan, sekreterare

Milagros Izquierdo Barrios, skattméstare
Jana Madjarova, femte ledamot

Denna styrelseberittelse avser verksamhetsperioden juni 2012—juni 2013. Styrelsearbetet har till allra storsta
delen bedrivits via e-post, men dven traditionella moten har forekommit.

Samfundets hdstmote dgde rum i Luled fredagen den 23 november med det traditionsenliga temat juniora mate-
matiker. Forutom huvudtalaren Kristian Bjerklov deltog ett antal juniora talare fran olika ldrosdten som presenterade
sin forskning. Motet var lyckat och det dr viktigt for samfundet med detta aterkommande juniortema.

Styrelsen har under verksamhetsaret genomfort en dversyn av medlemsmatrikeln. Detta har resulterat i att man
skickat paminnelser och hirigenom fétt in ett antal medlemsavgifter, men det har ocksa inneburit att ett antal namn i
matrikeln har strukits. Detta dr det huvudsakliga skélet till att medlemsantalet minskat sedan forra aret.

Styrelsen har utsett Jan Stevens, Chalmers, att vid halvarsskiftet eftertrida Sergei Merkulov som svensk representant
i redaktionen for Mathematica Scandinavica. Styrelsen tackar Sergei Merkulov for ett fortjanstfullt arbete under tre &r.

Skolornas matematiktdvling, SMT, for gymnasister dr en av samfundets viktigaste utétriktade aktiviteter. Det
svenska laget kom hem med en bronsmedalj frdin IMO 2012 i Argentina (Mérten Wiman). Kvalomgéngen 2012 holls
den 25 september. Det dr gladjande att antalet deltagare dr fortsatt hogt. Det var ca 1000 gymnasieelever som skrev
och (exakt!) 900 bidrag skickades in for réttning.

Det omfattande PR-arbetet fran tivlingens sponsor, Brummer och Partners, bidrar till tavlingens 6kade popularitet.
For andra aret i rad var det flera nya skolor som anmaélde sig och deltog.

Finalen 2012 gick i Luled och vanns av Marten Wiman (Danderyds gymnasium).

Tva triningsldger har genomforts under den aktuella perioden, ett gemensamt nordiskt i Sord, Danmark, strax fore
IMO 2012, i vilket det svenska laget deltog, och ett tranings- och uttagningsldager for IMO 2013 i april 2013 med tio
deltagare.

Den generdsa sponsringen av SMT frén Brummer & Partners dr mycket viktig for genomforandet av tivlingen,
traningslidgren och inte minst for marknadsforingen av tdvlingen. Samarbetet har ocksé resulterat i andra atgérder for
att synliggora svensk matematik; bl a har B&Ps VD tillsammans med samfundets ordférande och ordféranden for
Svenska nationalkommitten for matematik skrivit en debattartikel. Samfundets ordférande medverkade ocksé i en
intervu i radio i juli 2012, med anledning av traningslédgret i Sord. Triningslégret i april 2013 holls i B&Ps lokaler i
Stockholm och i samband med detta anordnades for andra aret i rad en ”duell” mellan gymnasisterna och matematiker
pd B&P. Duellen vanns av eleverna (dven detta for andra aret i rad). Traningsldgret gav upphov till artiklar i DI och
Afférsvarlden, samt ett inslag i de regionala nyheterna i ABC-omréadet.

Téavlingskommitten har under 2012/2013 bestétt av:
Jana Madjarova (ordf), MV, Chalmers/GU
Mats Boij, KTH
Thomas Gunnarsson, LTU
Axel Hultman, LiU
Dag Jonsson, UU
Peter Kumlin, MV, Chalmers/GU
Victor Ufnarovski, LTH
Paul Vaderlind, SU
Frank Wikstrom, LTH
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Styrelsen vill tacka kommitten for det stora arbete som den ldgger ned pa tiavlingen och det efterfoljande arbetet
med forberedelser och genomforande av olympiaddeltagandet.

Samfundets drsmote 2013 dger rum i Stockholm, vid KTH. Arets huvudtalare 4r Andreas Rosén, Wallenbergpris-
tagare 2012. Arets Wallenbergpris gar i ar till Hikan Samuelsson Kalm och Elizabeth Wulcan efter forslag frén en
kommitté som bestér av Nils Dencker (ordf), Carel Faber och Bernt Wennberg. Styrelsen vill tacka dem for deras
noggranna arbete.

Till sist vill styrelsen tacka lokalombuden for att de ger samfundet en snabb informationskanal ut till vara
medlemmar inom hogskolesektorn samt att de forser SMS bulletinens redaktion med information.

Goteborg 07 maj 2013 & styrelsens vignar

Mats Andersson
ordforande
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Svenska matematikersamfundet

Resultatrikning for aret 1 maj 2012 till 30 april 2013

Intikter

Medlemsavgifter, individuella arsbetalande 10 700 kr

Medlemsavgifter, institutioner arsbetalande 102 000 kr

Medlemsavgifter, stindiga medlemskap 20 000 kr

Medlemsavgifter, EMS 1 860 kr

Réntor och utdelningar 1422 kr

Donation Wallenberg 300 000 kr

Summa 435 982 kr

Kostnader

Moteskostnader 50931 kr

Resestipendier och bidrag 34 713 kr

EMS-avgifter 15 395 kr

Forvaltningskostnader 5262 kr

Diverse 7 866 kr

Wallenbergpriset 300 000 kr

Overskott 21 815 kr

Summa 435 982 kr
Balansrikning

Tillgangar och Skulder 2013-04-30 2012-04-30

Postgiro 19 343 kr 8 333 kr

SEB foretagskonto 88 365 kr 134 076 kr

SEB enkla sparkonto 36 900 kr 36 417 kr

SEB fondkonto 1 040 503 kr 961 024 kr

Summa 1185111 kr 1083 817 kr

Eget kapital

Ingdende balans 1083 817 kr

Virdeokning fondkonto 79 479 kr

Overskott i verksamhet 21 815 kr

Eget kapital: Summa 30-04-2013 1185111 kr

Linkoping 3 maj 2013

Milagros Izquierdo, skattmistare
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Svenska matematikersamfundet

Resultatrikning for Linda Peetres minnesfond for aret
1 maj 2012 till 30 april 2013

Intakter
Bidrag
Summa
Kostnader
Stipendier
Summa

Balansrikning
Tillgdngar 2013-04-30 2012-05-01
SEB checkkonto 25935 kr 25935 kr
SEB fondkonto 321 056 kr 303 733 kr
Summa 346 991 kr 329 668 kr

Skulder och eget kapital
Ingdende balans
Virdeokning fondkonto
Underskott i verksamheten

Eget kapital: Summa 30-04-2012

Linkoping 3 maj 2013

Milagros Izquierdo, skattmistare for Svenska matematikersamfundet
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0 kr
0 kr

329 668 kr
17 323 kr
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346 991 kr



Svenska matematikersamfundet
Resultatrikning for Matts Esséns minnesfond for aret 1 maj 2012 till 30 april 2013

Intiakter
Riénta
Summa

Kostnader

Stipendier
Forvaltningskostnader
Summa

Underskott i verksamheten

Balansrikning
Tillgdngar 2013-04-30 2012-04-30
SEB checkkonto 4 447 kr 7 569 kr
SEB fondkonto 109 217 kr 101 310 kr
Summa 113 664 kr 108 879 kr

Skulder och eget kapital
Ingédende balans
Virdeokning fondkonto
Underskott i verksamhet

Eget kapital: Summa 30-04-2013

Linkoping 3 maj 2013

Milagros Izquierdo, skattmistare for Svenska matematikersamfundet

78 kr
78 kr

3200 kr

0 kr
3200 kr
3122 kr

108 879 kr
7907 kr
3122 kr

113 664 kr
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Svenska matematikersamfundet

Resultatrikning for Mikael Passarens minnesfond for aret
1 maj 2012 till 30 april 2013

Intakter

Donationer 56 033 kr

Summa 56 033 kr

Kostnader

Summa 0 kr
Balansrikning

Tillgangar 2013-04-30 2012-05-01

SEB placeringskonto 56 638 kr 0 kr

Summa 56 638 kr 0 kr

Skulder och eget kapital

Ingdende balans 0 kr

Inséttning 56 033 kr

Virdeokning placeringskonto 605 kr

Eget kapital: Summa 30-04-2013 56 638 kr

Linkoping 3 maj 2013

Milagros Izquierdo, skattmistare for Svenska matematikersamfundet
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EUROPEISK-NORDISKA MATEMATIKERKONGRESSEN I LUND

Tilldgnas minnet av Lars Hormander

Den 26:e nordiska och 1:a europeisk-nordiska matematikerkongressen dger rum i Lund den 10-13 juni 2013. Nordiska
matematikerkongressen, som fram till 1980-talet hette Skandinaviska matematikerkongressen, har arrangerats sedan
1909 och dger vanligtvis rum vart fjarde ar. Den kommer nu tillbaka till Lund efter precis 60 ar; den 12:e upplagan
holls ddr 1953.

De senaste &ren har kongressen genomforts tillsammans med ett utlindskt matematikersamfund for att stidrka motets
internationella karaktir. I r dr detta partnersamfund det Europeiska Matematikersamfundet (EMS).

EMS-foreldsaren 2013, Tamara Ziegler (Technion), kommer att ge en rad foreldsningar vid kongressen.

Inbjudna huvudtalare ir

— Anton Alekseev, Université de Geneéve

— Artur Avila, IMPA, Rio de Janeiro och Institute de Mathématiques Jussieu, Paris
— Viviane Baladi, Kipenhamns universitet

— Adrian Constantin, King’s College London och Universitit Wien

— Carel Faber, KTH

— Jesper Grodal, Képenhamns universitet

— Hakan Hedenmalm, KTH

— Svante Janson, Uppsala universitet

— Pekka Koskela, Jyviskyld universitet

— Kristian Seip, NTNU Trondheim

— Agata Smoktunowicz, University of Edinburgh

— Alexander Volberg, Michigan State University och Universitidt Bonn

Vetenskaplig kommitté: Ari Laptev, Imperial College & Mittag-Leffler-institutet; Tobias Ekholm, Uppsala universitet;
Jan Philip Solovej, Kopenhamns universitet; Helge Holden, NTNU Trondheim; Eero Saksman, Helsingfors universitet,
Hermann Thorisson, Islands universitet; [ain Gordon, universitetet i Edinburgh; Ursula Hamenstidt, universitetet i
Bonn; Klaus Schmidt, universitetet i Wien.

Organisationskommitté: Alexandru Aleman, Lunds universitet; Magnus Fontes, Lunds universitet; Pavel Kurasov,
Stockholms universitet; Sandra Pott, Lunds universitet; Tomas Persson, Lunds universitet; Jorg Schmeling, Lunds
universitet; Tatyana Turova, Lunds universitet; Erik Wahlén, Lunds universitet.

Kongressens webbplats har adress http://www.maths.lth.se/nordic26/
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Kenneth Appel 1932-2013

Kenneth Appel, som tillsammans med Wolfgang Haken
bevisade fyrfargssatsen, avled den 19 april vid 80 &rs
alder. Beviset, som publicerades i tva delar i Illinois Jour-
nal of Mathematics ar 1977, var det forsta viktiga bevis
som stoddes pé omfattande datorberékningar.

Aktualisering av Europeiska vetenskapsradets
kallelser om forslag (2014)

Eftersom det nya programmet “"Horisont” inte har anta-
gits definitivt av EU, kan Europeiska vetenskapsradet
bara tillhandahalla en riktgivande tidplan fér kommande
ERC-kallelser enligt foljande: Publicering av den prelimi-
nira tidsplanen for nya kallelser (ERC:s arbetsprogram
for 2014), sent under 2013; Oppnande och ansdknings-
frister till nya ERC-kallelser under 2014:

— Oppnande och ansokningsfrister startanslag; forsta och
andra kvartalet 2014

— Oppnande och ansékningsfrister for konsolideringsan-
slag; andra kvartalet 2014

Wallenbergstiftelsen stoder svensk forskning i
matematik

Knut och Alice Wallenbergs stiftelse har i samarbete med
Vetenskapsakademien fattat beslut om att stodja svensk
forskning i matematik. Stiftelsen satsar nu upp till 200
miljoner kronor under en sexérsperiod for att ytterliga-
re utveckla svensk forskning i matematik. Sammantaget
kommer programmet att finansiera utlandsvistelser for
24 svenska forskare pd postdoktornivd. Dessutom kom-
mer 35 utlindska postdoktorer och 25 gistprofessorer att
beredas tillfille att besdka svenska institutioner.

Marie Curie-atgirdernas forskningsstipendier:
Kallelse om ansokningar

Europeiska kommissionen har utfirdat en kallelse om an-
sokningar om stipendier inom programmet Marie Curie-
atgirderna (bade for egen karridrutveckling i utomeuro-
peiskt land och f6r utomeuropeiska forskare for besok vid
europeisk institution). Ansokningstiden Ioper till den 14
augusti 2013. Information: http://ec.europa.eu/

research/mariecurieactions/index_sv.htm
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Ny Poincaré-lirostol vid Institut Henri Poincaré
(IHP)

IHP i Paris has startat ett nytt program, Poincaré-
larostolen, som under de narmaste fem &ren finansieras av
anslag fran Clay Mathematics Institute som tidigare var
reserverade for lI0sningen av problemet Poincarés formo-
dan. Initiativet mojliggor forskningsprogram under sex
ménader till ett &r. Det &r Oppet for alla forskningsomré-
den inom matematik. Avsikten &r att ge unga forskare pa
troskeln till en lovande internationell karridr en mojlig-
het att utveckla djupsinnig och djirva forskningsprojekt
samt att etablera ett internationellt erkédnnande.

Bernoulli-sillskapet och EMS sponsrar forelis-
ningar

Bernoulli-sillskapet for matematisk statistik och sanno-
likhet samt Europeiska matematikersamfundet har kom-
mit Gverens om att sponsra foreldsningar under det 16-
pande temat ”Vad kan statistiken/matematiken gora for
matematiken/statistiken?”. De har utsett en urvalskom-
mitté som bestar av Herbert Edelsbrunner, Yves Meyer,
Benedikt M. Poetscher och Michael Sgrensen.

Abelpriset 2013 till Pierre Deligne

Den norska vetenskapsakademin DNVA (Det Norske
Videnskaps-Akademi) har beslutat att tilldela Pierre De-
ligne, Institute for Advanced Study, Princeton, New Jer-
sey, USA, Abelpriset for 2013 for nyskapande bidrag till
algebraisk geometri och for dessas genomgripande infly-
tande pa talteori, representationsteori och nérbesliktade
omréden”. Deligne mottar priset av hans majestét kung
Harald i Oslo den 21 maj.

GeolLMI 2013 - Konferens om geometri och alge-
bra for linedara matrisolikheter

Detta dr en konferens som arrangeras av Didier Henrion
och Monique Laurent, i samarbete med det tredje mo-
tet inom GeoLMI -projektet, finansierat av den franska
nationella forskningsbyrdn ANR (Agence nationale de
la recherche). Malsittningen &r att sammanfora olika
forskare inom ren och tillimpad matematik (reell alge-
braisk geometri, kommutativ algebra, funktionalanalys,
kontinuerlig och diskret optimering) som har intresse av
linedra matrisolikheter och deras tillimpningsomraden


http://ec.europa.eu/research/mariecurieactions/index_sv.htm
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(operationsanalys, systemreglering, prestandaanalys av
dynamiska system).

LMS minisymposium om avancerade uppdel-
ningsmetoder for partiella differentialekvationer

Detta seminarium hélls frin mandag 2 september till ons-
dag 4 september vid Kingston University. Syftet med det-
ta minisymposium &r att undersdka avancerade uppdel-
ningsmetoder med avseende pa diskretisering for evolu-
tionsekvationer med tillimpningar pa transportfenomen,
virmeoverforingsmodeller, mikrovirmeodverforingsmo-
deller, finansiella och ekonomiska problem samt medi-
cinska tillimpningar.

Europisk-nordisk kongress i Lund: Andra kungo-
relsen

Den 26:e nordiska och 1:a europeisk-nordiska matemati-
kerkongressen avloper vid Matematikcentrum vid Lunds

Thedn Gnosiudionaena

Chalmers/Goteborgs universitet:

Richard Lirkéng disputerade i matematik den 15 feb-
ruari pa avhandlingen Residue currents on singular
varieties.

Ida Séfstrom disputerade i matematik den 26 april i
matematik pa avhandlingen Exercising Mathematical
Competence: Practising Representation Theory and
Representing Mathematical Practice.

Linkopings universitet:

Nils Rutstam har disputerat i matematik pa avhandling-
en Analysis of dynamics of the Tippe Top.

Oleg Burdakov och Vitalij Tjatyrko har befordrats till
bitrddande professorer.

Lunds universitet:

Erik Wahlén har antagits som docent vid Matematik NF.
Johan Oinert har antagits som docent vid Matematik
LTH.

Alma Masic disputerade vid Matematik LTH den 22
mars pd avhandlingen Investigation of a Biofilm Re-
actor Model with Suspended Biomass.

universitet. Kongressen tillignas minnet av Lars Hor-
mander (1931-2012). Arrangérerna har nu offentlig-
gjort den andra kungorelsen om kongressen som pub-
liceras pd annan plats i detta nummer. Mer informa-
tion: http://www.maths.lth.se/nordic26/

Robert Phelps 1926-2013

Robert Ralph Phelps, en amerikansk matematiker som
var kénd for sina enastdende bidrag till analys, sérskilt
funktionalanalys och maétteori, avled den 4 januari. Han
var professor i matematik vid University of Washington
sedan 1962. Phelps mest kédnda resultat dr formodligen
den beromda Bishop-Phelps sats som bevisades i samar-
bete med Errett Bishop.

Karl-Mikael Perfekt disputerade vid Matematik NF den
17 maj pa avhandlingen Articles on Potential Theory,
Functional Analysis and Hankel Forms.

KTH/Stockholms universitet:

Géométrie Algébrique en Liberté En konferens for
unga forskare i algebraisk geometri dger rum vid KTH
och Stockholms universitet den 24-28 juni 2013. http:
//www.mimuw.edu.pl/~gael/index.html

PDE and Mathematical Finance V Den femte konfe-
rensen om PDE-metoder inom finansiell matematik dger
rum i Stockholm den 10-13 juni 2013. http://www.m
ath.kth.se/pdefinance/2013/Welcome.html
NORCOM 2013 Den elfte nordiska konferensen i kom-
binatorik dger rum i Stockholm den 17-19 juni 2013.
http://www.math.kth.se/NORCOM13/

Umea3 universitet:

Gerold Jiger har antagits som docent i matematik.
Konferensen Advances in numerical analysis and
computational sciences halls i Umed den 15-16
maj: http://www.org.umu.se/umit/english/c
onferences/workshop/
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Cradlas S walkis

Ulf Persson

Mina fordldrar var laroverksldrare i matematik och fysik
(min mamma som vidareutbildad folkskoleldrare min
pappa som adjunkt). Tidigt horde jag talas om skolpoj-
kar som visade framfGtterna i matematik (en av dem var
Lars Wahlbin, sedermera professor och numeriker vid
Cornell). Béda fordldrarna hade gatt pa den sa kallade
”Spyken” i Lund, dér de for 6vrigt dven triffades, och
berittade med beundran om den krivande matematikld-
raren Harry Malmheden (som strax dérefter disputerade
och sedan kom att d& och dé vikariera som professor).
Min far studerade matematik och fysik och kom i kon-
takt med Lennart Sandgren och Nils Erik Fremberg och
tenterade tva betyg for Marcel Riesz samtidigt med Hor-
mander (min far brukade skidmta om att de fick samma
betyg®®). Den senare utsattes givetvis inte for den sed-
vanliga muntan utan sattes i en vra for att arbeta med
négra specialproblem, uppenbarligen for att tillfredstilla
Riesz nyfikenhet pa vad han redan kunde vara méktig.
Saledes fick jag tidigt i min ungdom hora talas om detta
skolljusens skolljus. De stora matematikerna kom jag un-
gefir samtidigt i kontakt med via Bells "Matematikens
mén” som min pappa rekommenderade. De blev mina
hjéltar, men givetvis pa ett abstraktare plan och utan den-
na direkta anknytning. Matematiken fick saledes tidigt ett
ansikte for mig, och ovederségligt bidrog detta starkt till
att jag bestimde mig for den matematiska banan tidigt i
livet. Huruvida detta var lyckligt eller inte dr en annan
frdga, men min erfarenhet pekar i vilket fall som helst
tydligt pa vikten av personliga forebilder. Hur manga sé-
dana kommer dagens elever i kontakt med nir det géller
naturvetenskap? Mycket f& om ens ndgra. Hur manga
sparkar inte boll och drommer om att bli en Zlatan”?
Hormander var en matematikens ~Zlatan” for att gora
en vulgir och diarmed allmént tillgénglig liknelse. Han
var kort sagt glamords. Ja matematiken hade ett ndgot
av ett glamordst skimmer fram till 60-talet, &tminstone
uppfattade jag det sd. Medan elever i andra amnen kunde
plugga sig fram, var denna vig inte framkomlig inom
matematiken. Hér var det forstéelse och penetration som

gillde. En slags mental atletism. Begdvningskillnader
var inte bara en friga om grad utan av art.

Den gamla stammens lirare ansdgs av sina elever ofta
vara stofiler och dessutom inte sillan ringaktade av den
akademiska virlden som sddana som inte hade hllit mét-
tet fullt ut. Det var sdledes inte ovanligt med disputerade
larare dven ute pa landsorten. Rektorn i min skola pa
50- och 60-talet hade disputerat i grekiska, en kristen-
domslérare var svensk expert pa Carl Gustav Jung. De
flesta ldrare hade varit skolljus som elever och sédant,
mer dn ndgot annat, sitter sin pragel pa det intellektuella
klimatet. Den gamle stofilen ersattes sedan med en me-
ra pedagogiskt skolad produkt. Detta ansigs vara mera
dndamalsenligt och effektivt. Vad jag tycker om detta be-
hover jag knappast skriva ut. En konsekvens av detta var
att Hormander var ndgon som var allmint kidnd 1dngt ut-
anfor matematikernas tranga krets. I en tid d professorer
var ovanliga och oftast till &ren komna, gav unga forma-
gor som Carleson och Hormander genklang. Hur minga
skolelever skulle ha ként till en Hérmander om han ha-
de gett sig till kinna idag? Hade hans begévning ens
uppmirksammats och uppmuntrats ver huvudtaget®' ?

Jag kan dven nimna som ett kuriosum att Hérmanders
bok om flera komplexa variabler av nigon outgrund-
lig anledning fanns i vart skolbibliotek. Hur hade den
kommit dit? En forklaring kan vara att den sysslar med
komplexa tal, och dessa ir viktiga inom véxelstromsla-
ran.”> Men visst bldddrade jag i den, forstod givetvis
ingenting, men var desto mera forundrad och fascinerad
och tyckte att det mésta vara hojden av lycka att kunna
syssla med ndgot sddant. Det enda verk jag faktiskt kom
att lasa av Hormander var det stencilerade kompendium
i integrationsteori som fortfarande pé slutet av 60-talet
gick att kdpa pa den matematiska institutionen pad Haga-
gatan i Stockholm. For ngra veckor sedan tog jag fram
det ur hyllan av rent nostalgiska orsaker. En annan min-
nesbild fran den tiden som etsat sig fast dr ett besok i
Almgqvist och Wiksell pd Gamla Brogatan. En man med

2m.a.0. spets. P& den tiden var det ett stort manfall pi ett- och tvabetygsskrivningarna. Genomstromningen var med andra ord 14g. Detta
rdttades till med borjan pa 60-talet. Foljden blev att ndgot av studieglamouren med matematiken forsvann.

2!Gauss gamle lirare framstills ofta som en “Caligula”, men hur ménga moderna matematiklirare skulle ens ha kommit p4 tanken pé en
sddan uppgift och framfor allt insett att det rorde sig om en begdvning som maéste tas om hand och vérdas?

22Eller helt enkelt for att Hormander var ett sddant kiint namn att den ansvarige pa det bibliotek som ursprungligen tillhort ett tekniskt
gymnasium av den anledningen kinde sig foranlaten, vilket bekréftar mina tidigare spekulationer.

ZDenne man triffade jag ett par ar senare pa som huvudbibliotekarie i ett obskyrt bibliotek pi Hagagatan. Han dog 1980 och limnade efter
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en stor cigarr i munnen star och bladdrar i en bok. Det var
Hormanders bok om Partiella Differentialoperatorer.”®

P4 grund av mina fordldrars erfarenheter fran Lund fick
denna universitetsstad ett romantiskt skimmer. Varfor
sokte jag mig inte dit? Speciellt som min far da och da
ibland gav kvillskurser for ingenjorer tillsammans med
Gardings pensionerade far och dirmed kunde férmedla
lite skvaller fran den matematiska institutionen dzr.>*
Vidare hade Per Martin-Lo6f, som jag triffade for forsta
gangen i samband med matematikolympiaden i Mos-
kva 1968, hivdat att med Hormanders aterintrade skulle
Lunds matematikinstitution inte bara bli Sveriges utan
Europas biésta. Men fyrabetygsskrivningarna i Lund pa
den tiden var nigot i histvig, och jag behdvde bara kasta
en blick pé dessa tekniska obegripliga problem med dis-
tributioner for att hélla mig undan. Jag var med andra ord
feg. Fegheten har ett otvivelaktigt overlevnadsvirde och
det dr som bekant bittre att fly &n illa fikta. Dessutom
visade det sig att min smak och eventuella fallenhet stod
att finna i andra faror &n dem som plojdes i Lund. Man
vet som bekant bara vad man kunnat missa i livet, inte
vad man faktiskt har gétt miste om. Och vil dr det. Men
jag har aldrig &ngrat mitt beslut. Ens handlande &r oftast
mera realistiskt dn ens drommar, om sé inte vore fallet,
varfor dd dromma?

Men Hoérmanders nirvaro blev dn mera levande nir jag
trddde in i den akademiska viérlden efter skolan. Det tala-
des om hans enastdende matematiska forméga narmast
med bédvan. Han var om inte allsméktig i alla fall mate-
matiskt allvetande. Det gick historier om hur han stingde
in sig pd ett rum med en knippe mattebdcker och kom
ut igen med innehallet fullstindigt absorberat. Som med
alla historier som gér i omlopp ir det intressanta inte
deras sanningshalt per se, utan att de formuleras och har
en grogrund att spridas i. Hormander var med andra ord
mytomspunnen. Nir jag sedan kom ut i den vida ma-
tematiska virlden forvintade jag mig givetvis inte att
négon skulle kinna till vare sig Sandgren eller Malmhe-
den, men Hormanders namn nimndes med aktning. Ju
mera distans man fick, desto lyskraftigare framstod han,
precis som med ljusstarka stjérnor vars relativa magnitud
bara blir &n mera framhévd ju ldngre bort man forflyttar
sig. Jag minns hur jag en ging tog en promenad med
bland annat Andreotti i redwoodskogen i Arcata, Cali-
fornien under en sommarskola dar i Algebraisk geometri
1974. Andreotti, denne namnkunnige algebraiske geo-
metriker talade med vordnad om Hormander. Néir man
stéller en fraga till Hormander skall man lyssna mycket

noga, forklarade han andéktigt. Jag har sedan dess tréffat
pad ménga andra exempel pa mycket framstdende mate-
matiker som enligt egen utsago reducerats till skolpojkar
infor den store. Inte nog med att han var en framstdende
matematiker, han hade detta extra som fick andra ma-
tematiker att projicera sina matematiska superegon pa
honom.

Forsta gdngen jag fick syn pd honom var inte forrin ICM
i Helsingfors 1978. Jag sig pa avstand en gdende lang
gestalt, omgiven likt en medeltida riddare av ett folje som
svansade efter. Under Hormanders korta tid vid Mittag-
LefHer ett antal &r senare blev jag upprepade ganger pre-
senterad for honom utan att han lade min existens pa
minnet, tills en gdng en for mig okédnd japan utropade,
”Ulf Persson, world-famous in Algebraic Geometry” [sic].
Nu tvivlar jag pa att detta imponerade namnvért pa Hor-
mander, men han tog sig i alla fall tid att sméprata lite
och det visade sig att han mycket vl kinde till Bjorkha-
gen dir jag di bodde, ty han hade bott dér sjélv under
sin Stockholmstid. Detta visade sig i retrospekt vara den
enda konversation jag ndgonsin skulle ha med honom.
Direfter hade jag lite e-post-utvixling med honom i sam-
band med Samfundets planerade 50-ars jubileum vid
millenieskiftet och ett par ar senare angéende Utskicket.
Kontentan &r att fi svenska matematiker i min generation
har haft s lite med honom att gora som jag (vilket bland
annat innebdr att jag i motsats till mina kolleger inte kan
referera till honom med fornamn, ty det anser jag vore
affekterat). Tack vare detta har det ursprungliga legen-
dariska skimret i vilket han framstod for mig bevarats
och kommer séledes for alltid att for mig associeras med
hans namn.

Det dr ménskligt att man blir personligt nyfiken pé en sé-
dan legend. Och samtidigt lite bedrdvad 6ver att han som
en gang i tiden var kind i hela den svenska akademis-
ka virlden och kanske t.o.m. riksbekant tack vare lagen
”lex Hormander” vid sitt franfélle endast pliktskyldigast
skulle uppmérksammas pé familjesidorna. Hans dod gav
ddarmed storre eko i den stora virlden, bland annat ex-
emplifierat av New York Times, dn hemma i Sverige.
Detta sdger en del om skillnaden i det mediala klimatet i
Sverige nu och for ett halvsekel sedan.

Nyfikenheten mé vara mansklig men inte alltid legitim.
En forfattares och en kompositors privatliv har mycket
mindre att gora med den litterdra och musikaliska verk-
samheten dn man ofta tror. En politikers privatliv skall
aldrig sammanblandas med rollen som politiker. I den
man de Gverlappar leder det nistan alltid till problem.

sig en stor samling matematiska bocker, vilka dnkan omedelbart forpassade till ett 1dampligt antikvariat, i detta fall Jones nidra Odenplan. Under
borjan av 80-talet var detta antikvariat en guldgruva for matematisk litteratur. Inte langre, och dessutom &r antikvariatet sparlost forsvunnet.

24Det slar mig forst nu i skrivande stund att detta kanske var den prosaiska forklaringen till att jag via min pappa kinde till att Hormander
kallades till professuren 1968, istdllet for att detta faktum var allmént kiint i Sverige som jag i min naivitet alltid antagit.
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Nir det giller en matematikers privatliv och hans ma-
tematiska gérning rader det néstan inget samband alls,
vilket Hormander var vil medveten om och hade som
foljd att han vérnade stringt om den forras helgd. Dit
hade ingen utomstdende tilltride. Detta kan man bara
respektera. Men kanske en aspekt av hans personlighet
kan trots allt vara vérd att lyfta fram ty den ger en viss
bakgrundsforstaelse av hans matematiska gidrning. Han
ldr ha ansett att denna var misslyckad. Med risk for att
framstd som formiten kan jag inte annat dn sympatisera
med psykologin bakom en sédan till synes absurd bedom-
ning, ty den fick pé ett ndrmast kusligt sitt bekrifta och
ddrmed i minnet ateruppvicka en profetia jag en géng
formulerade som gymnasist: Att ju duktigare man var,
desto storre skulle gapet bli mellan vad man verkligen
skulle kunna astadkomma och ens ambitioner. Nu kan
man spekulera i vad hans egentliga ambitioner kan ha
varit och det ligger néra till hands att formoda att han
velat gora Lund till ett virldscentrum i PDE. Klart ar
att han med sorg mé ha sett pa hur intresset for PDE
dalat i Sverige, men han var ingen entreprendrsnatur.
Carleson berittar hur han fore Hormanders avfird till
USA forsokt intressera honom for ett ateruppvickande
av Mittag-Leffler-institutet, men att han inte visat nagot
intresse for detta. En sddan bitterhet har troligen inte
s& mycket med konkreta projekt att géra utan &r av en
djupare existentiell natur. Hormander var en perfektio-
nist ut i fingerspetsarna. Reuben Hersh berittar att nér
Hormander kom till Stanford och triffade Paul Cohen
for forsta gdngen, anmirkte denne ”So you’re Mr Perfect,
the perfect mathematician, that’s what I’ve heard.” For
att komma frdn Cohen var detta ett uttryck for bade en ut-
maning och en drebetygelse. Ja, hans avhandling rékade
innehalla ett trivialt fel, men som inte destomindre kom
att grima honom under hela livet. Kanske det inte &r s
underligt att Hormander ménga ganger tackade nej till att
nérvara vid prestigefyllda konferenser ty han hade inge-
ting att sdga! Vad som for de flesta av oss skulle framsta
smatt 16jevickande fir hir ndrmast majestitiska propor-
tioner. Vidare kan det forklara det annars oforklarliga
att han inte trivdes pa IAS, en position for vilken man
skulle tro att han var som klippt och skuren, utan kidnde
pressen att leva upp till ndgonting han inte formadde.

Han var inte ldtt att ha som handledare. Med sadana
ominskliga krav pé sig sjdlv var det inte underligt att
nagot av detta skulle spilla 6ver till omgivningen, och
méngen student ma ha kint sig tillplattad.”> Troskyldigt
skriver han till Riesz under en vistelse i Chicago strax
efter sin disputation att folk dér dr sd okunniga nér det
géller PDE, varje hypotes de framkastar kan han genast
ge ett motexempel till. Vad gor han dédr? Endast nérvaron
av Chern ger honom en viss trost. Nu skall man inte for-
neka att Hormander da och da medvetet ma ha utnyttjat
sin Overldgsenhet, frestelserna att s gora maste ha va-
rit oemotstandliga, och det dr minskligt att inte vara ett
helgon. Men oftast var han just ett helgon, ett matema-
tiskt helgon, ren i anden och uteslutande motiverad av
ett objektivt matematisk intresse i en diskussion. Klart
att hans overldgsenhet da sken igenom. En formiga som
likvél som den kan inspirera ockséd kan himma, ja rentav
krossa. Problemet ligger di helt hos avnimaren.?® Si-
ledes gick de som inte ldt sig krossas stérkta ur, for att
referera till ett ofta citerat uttalande av Nietzsche. P4 sé&
sétt har Hormander lagt ribban for svenska matematiker
under en lang tid.

Hormander har ibland liknats vid Grothendieck, vilket
kan anses mycket langsokt, men kanske inte om man
betraktar hans roll som matematisk imperiebyggare. Likt
denne nojde han sig inte med att bara 19sa ett problem ut-
an det skulle ocksa ske pa ett naturligt sitt som passade in
i ett storre sammanhang. Det dr frestande att hér tala om
matematisk platonism i meningen att frildgga underlig-
gande fundamentala principer som styr den synliga och
sensuella matematiska véirlden. Hérmanders presentation
av linjdra PDE m4 inte ha varit lika radikal och nyskapan-
de som Grothendiecks forvandling av den algebraiska
geometrin, men den var destomera fullindad. Peter Lax
klagade over att dir Hormander gétt fram fanns inget
kvar for mindre andar att tugga pa.>’ Efter Hormander
kom icke-linjdra PDE i ropet, och d&ven om Hérmander
slet med dessa, var det troligen inte ndgot som passade
hans kynne.?8

Hormanders matematiska kompetens spande over ett im-
ponerande vitt filt, utan att for den skull vara encyclo-
pedisk. Det var inte ett sjialvindamal utan en naturlig
foljd av hans ambition att i grunden forstd vad han syss-

ZHersh beriittar hur chockerad han blev 6ver att Hérmander si bryskt avspisade en friga Beurling stillde under ett seminarium vid Stanford.
2T Sokrates forsvarstal later Platon den nimnde yttra: Och vad géiller den oenighet som skapar dessa fiendskaper och vredesutbrott kéire
vdn? Lat oss tinka efter! Om du och jag blev oeniga om siffror och inte kunde enas om vilken av tva méngder som dr storst, skulle den
oenigheten gora oss till fiender och vredgas pa varandra? Skulle vi inte snarare sditta igang att rikna och snabbt forsonas om saken? (Jan
Stolpes oversittning). Med andra ord dr matematiken négot objekttivt. Att bli tillrdttavisad dr inte ndgot personligt, snarare 4n att avsdgas vixer
vi i insikt. Och den som tillrittavisar gor det inte for att hdimnas utan refererar bara till hur det egentligen stér till. Det 4r inte dennes fel att vi

har fel. I manga andra fall dr det inte alls s, som Sokrates framhaller.

?TLax, enligt Hersh, anviinder termen “glean”. Det var kutym att nir bonden skordade vetet 1t han limna kvar axen som o1l pa marken for

byns fattiga att plocka upp (’glean”).

2Detta paminner mig om en kollokviummiddag vid Columbia University i slutet av 70-talet under vilken Jiirgen Moser var nirvarande.
Korteweg-de Vries ekvationen var dé i ropet, och Moser uttryckte forhoppningen att ingen allmén teori skulle utvecklas for att forklara dem,
utan de skulle likt livet och kérleken, forbli outgrundliga mysterier. En attityd till matematiken som ma4 ha varit anatema till Hormander.
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lade med. En ambition som endast mycket framstaende
matematiker formar att konsekvent genomfora, och som
i hans fall, pd grund av PDE’s centrala position inom
matematiken med sd manga beréringsomraden, var ovan-
ligt omfattande. Hans strivan efter “’sjalv-tillracklighet”
tog sig dven trivialare uttryck. Han ldrde sig tidigt att
skriva pd maskin och hade sedan aldrig ndgot behov av
en sekreterare for renskrivning. Frén hans tjdnsterum pa
Kungstensgatan under hans tid i Stockholm hordes ett
standigt knatter. Nir han kom till Stanford férundrades
Hersh over att han alltid hade fardigskrivna anteckning-
ar att dela ut fore sina foreldasningar. Ingen konst alls,
genméilde Hormander, och visade, som i en pantomim,
med fingrarna hur det gick till. Huruvida han, likt en
Mozart, direkt tryckte ner tangenterna utan att ndgonsin

behova dndra® later jag vara osagt. Det kan vara materi-
al till ytterligare en myt. Nagot mindre trivialt var hans
intresse for programmering, da foretrddesvis i APL, i
vilket han hade en forkérlek for korta och eleganta pro-
gram. Huruvida detta hade ndgon direkt tillimpning pa
hans centrala forskning betvivlar jag, det var nog mera av
ett noje. Foljden av denna solida underbyggnad blev att
omfattande som hans stora produktion var, ger den &nda
intrycket av att bara vara toppen av ett isberg. Hans elever
vittnar om den djupa intuition som han besatt och som
endast da och d4 ldt sig anas och forst langt i efterhand
bekriftas. Saledes krivs, for att rdtt kunna bedéoma den
historiska betydelsen av Hormanders matematik relativt
annan, en distans dven i tid. Och for detta dr, som hans
elever papekar, tiden langt ifrdn mogen.

for en yngre generation kanske det #r befogat att pipeka att pa en gammal skrivmaskin med firgband var det mycket svart att indra vad
man skrivit, speciellt om det var en stencil, da fick man ta fram nagellacket.
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